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ΚΕΦΑΛΑΙΟ A ' : ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ
Α.1, ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΕΛΑΣΤΙΚΗΣ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ
Λ. 1.1. Η έννοια της μη γραμμικότητας (nonlinearity)
Στη Μηχανική των Παραμορφωσίμων Σωμάτων // μη γραμμικότητα 
οφείλεται είτε στη φύση του υλικού (σχέση τάσης - ανηγμένης παραμόρφωσης, 
material nonlinearity) είτε σε καθαρά γεωμετρικούς λόγους (geometric nonlinearity). 
Κατά τα άλλα, η γραμμική θεωρία ευστάθειας (λυγισμού) για φορείς από γραμμικώς 
ελαστικά υλικά (που ακολουθούν το νόμο του Hooke) είναι ουσιαστικά μη γραμμική 
ανάλυση (καλούμενη και στατική 2r|s τάξης), καθόσον - σε αντίθεση με τη κλασσική 
στατική 1ης τάξης - η ισορροπία αυτών λαμβάνεται στην παραμορφωμένη 
κατάσταση. Επιπρόσθετα, η “μη γραμμικότητα” στη μη γραμμική θεωρία ευστάθειας 
συνδέεται με ακριβέστερες εκφράσεις στις σχέσεις που δίδουν την ανηγμένη 
παραμόρφωση ε και τη καμπυλότητα κ'5,7,231 Ανάλογα δε με την ακρίβεια των 
εκφράσεων αυτών, η εν λόγω θεωρία διακρίνεται σε θεωρία μετρίως μεγάλων 
μετατοπίσεων και σε θεωρία μεγάλων μετατοπίσεων, η τελευταία γνωστή και σαν 
θεωρία 3ης τάξης, ενώ διεθνώς αναφέρεται ως Elastica και συνδέεται με την έννοια 
της ευστάθειας σε μεγάλες μετατοπίσεις - διαταραχές (stability in the large).
Λ. 1.2. Δρόμοι ισορροπίας, κρίσιμα σημεία και ευστάθεια
(a) Γενικές επισημάνσεις
Σε αντίθεση με τη γραμμική θεωρία ελαστικός ευστάθειας, 
μέσω της οποίας μπορούν να υπολογιστούν μόνο άνω φράγματα του φορτίου 
λυγισμού των φορέων ( με την έννοια της ισορροπίας στη παραμορφωμένη μορφή), η 
αντίστοιχη μη γραμμική θεωρία προσφέρει τη δυνατότητα ακριβούς υπολογισμού 
όλων των δυνατών σχηματισμών ισορροπίας (equilibrium configurations) ενός 
φορέα ή συστήματος για οποιαδήποτε τιμή της εξωτερικής φόρτισης, την 
παρακολούθηση της συμπεριφοράς του καθ' όλο το “ιστορικό” φόρτισης, τον 
προσδιορισμό όλων των κρίσιμων σημείων ισορροπίας (όπου το σύστημα 
εμφανίζει απότομες ποιοτικές αλλαγές στην απόκριση του) αλλά και της 
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(H) Σιιμεία διακλάόίοσης, οριακό σημείο, συνήθης και ακαριαίος
λογισμός
Η συμπεριφορά ενός ελαστικού συστήματος περιγράφεται 
συνήθως μέσω των λεγάμενων δρόμων ισορροπίας (equilibrium paths), που 
ουσιαστικά είναι οι καμπύλες (διαγράμματα) φόρτισης - μετατόπισης αυτού. 
Δίδοντας έμφαση στα διακεκριμένα συντηρητικά συστήματα*, θεωρούμε ένα τέτοιο 
σύστημα, το οποίο χαρακτηρίζεται από η γενικευμένες συντεταγμένες qt, i=l,2,..n,
που αποτελούν τους βαθμούς ελευθερίας αυτού. Βέβαια, οι πραγματικές κατασκευές 
είναι συνεχή (απειροβάθμια) συστήματα, πλην όμως μέσω διακριτοποίησης - 
επιλογής των κατάλληλων μαθηματικών προσομοιωμάτων (προτύπων, μοντέλων), ο 
ρόλος των οποίων είναι και παραμένει προεξάρχων και καταξιωμένος, όπως θα 
δειχθεί στο τέλος της τρέχουσας ενότητας Α.1. - η μελέτη της ποσοτικής και 
ποιοτικής συμπεριφοράς συνεχών συστημάτων δύναται να αναχθεί στη μελέτη ενός 
μοντέλου με μικρό εν γένει αριθμό βαθμών ελευθερίας. Αν λ είναι η εξωτερική 
φόρτιση, τότε οι δρόμοι ισορροπίας, απεικονιζόμενοι σε επίπεδο, είναι καμπύλες της 
μορφής (ςη,Τ) V/. Σε περίπτωση που ένας δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει τοπικά
ακρότατα, τα σχετικά σημεία ισορροπίας καλούνται οριακά σημεία (limit points), 
ενώ όταν οι δρόμοι δεν είναι συνεχείς, αλλά αποτελούνται από διάφορους μεταξύ 
τους τεμνόμενους κλάδους, τα σημεία τομής καλούνται σημεία διακλάδωσης 
(bifurcation points). Ενδεικτική γραφική αναπαράσταση των ανωτέρω δύο ειδών 
κρίσιμων σημείων απεικονίζεται στα Σχήματα A 1.1 και A 1.2, όπου κανείς 
διαπιστώνει πως για λ>λ3 (Σχ.ΑΙ.1) ή για λ > λον (Σχ.Α1.2), παραμορφωσιακή
κατάσταση εμφανίζει αιφνίδια άλμα, με αποτέλεσμα αστοχία του φορέα λόγω 
μεγάλων παραμορφώσεων. Το φαινόμενο αυτό καλείται ακαριαίος λογισμός (snap- 
through buckling) και δύναται να λάβει χώραν είτε μέσω οριακού σημείου είτε μέσω 
σημείου διακλάδωσης. Όμως, υπάρχει και ο τύπος του καλούμενου συνήθους 
λογισμού, κατά τον οποίο ο φορέας παρουσιάζει μεταλυγισμική αντοχή 
(postbuckling strength), δηλαδή μπορεί να φέρει φορτίο μεγαλύτερο από το κρίσιμο 
χωρίς κίνδυνο αστοχίας. Τέτοιου είδους αντοχή εμφανίζεται σε μια κατασκευή μόνο
* πεπερασμένων βαθμών ελευθερίας, υπό φορτία προερχόμενα από δυναμικό πεδίο (potential forces), 
δηλαδή φορτιζόμενα από δυνάμεις των οποίων το έργο εξαρτάται αποκλειστικά από την αρχική και 
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μέσω σημείου διακλάδωσης, με χαρακτηριστικό δρόμο ισορροπίας του φαινομένου 
αυτού να φαίνεται στο Σχήμα Α1.3.
Σχήμα Α1.1. Δρόμος ισορροπίας συστήματος οριακού σημείου, που σχετίζεται με ακαριαίο λυγισμό.
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Σχήμα A1.3. Δρόμος ισορροπίας συστήματος, το οποίο παρουσιάζει μεταλυγισμική αντοχή.
Πρέπει επίσης να μνημονευθεί και ο λεγόμενος λογισμός με μετάθεση (sway 
buckling), είτε συνήθης είτε ακαριαίος, φαινόμενο το οποίο σχετίζεται με την ύπαρξη 
δυνατότητας τόσον συμμετρικής όσο και αντισυμμετρικής παραμόρφωσης του 
φορέα, με χαρακτηριστική μορφή των σχετικών δρόμων ισορροπίας να απεικονίζεται 
στο Σχήμα A 1.4.
Λ
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Όσον αφορά δε τους τύπους των απλών διακλαδικαδν σημείων, αυτοί διακρίνονται σε 
συμμετρικά σημεία διακλάδωσης (ευσταθή και ασταθή) και σε ασύμμετρα σημεία 
διακλάδωσης (πάντοτε ασταθή), που απεικονίζονται στα Σχήματα A 1.5 - A 1.8.
Σχήμα A1.5. Συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης επί τετριμμένου (χωρίς αρχική 
παραμόρφωση) κύριου δρόμου ισορροπίας.
γραμμική θεωρία





κύριος δρόμος ισορροπίας (ευσταθής)
Σχήμα A 1.6. Συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης επί τετριμμένου (χωρίς αρχική παραμόρφωση)
κύριου δρόμου ισορροπίας.
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Διάφοροι τύποι απλών σημείων διακλάδωσης: (α) ασύμμετρο, (β) συμμετρικό ευσταθές, (γ) συμμετρικό ασταθές
Σχήμα A 1.8. Οι τρεις τύποι απλών διακλαδικών σημείων επί μονοτονικά αύξοντος κύριου δρόμου
ισορροπίας.
Σημειωτέον ότι φαινόμενα διακλαδώσεων σε δευτερεύοντες κλάδους ισορροπίας 
είναι δυνατόν να συμβούν, παρουσιάζουν δε εξαιρετικό ενδιαφέρον, καθόσον η 
κατασκευή σε τέτοιες περιπτώσεις αλλάζει συνεχώς την ποιοτική μεταλυγισμική 
συμπεριφορά της. Άλλωστε, η μελέτη τέτοιου είδους διακλαδοδσεων αποτελεί και το 
κατ' εξοχήν αντικείμενο της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας, όπως διεξοδικά θα 
παρουσιαστεί στο Κεφάλαιο Β' αυτής.
(y) Ευσταθής και ασταθής ισορροπία - Θεμελιώδη θεωρήματα
Ορισμένα τμήματα των δρόμων ισορροπίας όλων των 
προηγούμενων Σχημάτων έχουν χαραχθεί με συνεχή γραμμή και άλλα με 
διακεκομμένη. Η συνεχής γραμμή συμβολίζει ευσταθή δρόμο και η διακεκομμένη 
ασταθή, ενώ εκτενής περιγραφή της μετάπτωσης από την ευστάθεια στην αστάθεια 
των ισορροπιών μέσω των κρίσιμων σημείων, αλλά και του ορισμού των εννοιών 
αυτών μπορεί να ευρεθεί σε πολλά συγγράμματα τόσο της Ελληνικής^3' όσο και της 
διεθνούς σχετικής βιβλιογραφίας1^7,14,151. Πέραν δε της σημαντικής παρατήρησης που 
διατύπωσε ο αείμνηστος Koiter*, επιβάλλεται στο σημείο αυτό να αναφερθούν δύο 
Θεμελιώδη θεωρήματα της ελαστικής ευστάθειας, που ισχύουν τόσο για 
διακεκριμένα όσο και για συνεχή συστήματα:
■ Θεώρημα 1: Ένας αρχικά ευσταθής δρόμος ισορροπίας, ο
οποίος αυξάνει μονοτονικά συναρτήσει της φόρτισης, δεν μπορεί να γίνει ασταθής, 
χωρίς να τμηθεί από έναν άλλο (δευτερεύοντα) δρόμο ισορροπίας.
* το αρχικό τμήμα του μεταλυγισμικού δρόμου ισορροπίας είναι ευσταθές (ασταθές), εφόσον το 
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■ Θεώρημα 2: Ένας αρχικά ευσταθής δρόμος ισορροπίας, που 
αυξάνει συναρτήσει της φόρτισης, δεν μπορεί να φτάσει μια ασταθή κατάσταση 
ισορροπίας (που θα οδηγούσε σε ακαριαίο λύγισμά μέσω οριακού ή διακλαδικού 
σημείου), χωρίς προηγούμενα να τμηθεί από έναν (δευτερεύοντα ασταθή) δρόμο 
ισορροπίας, ο οποίος συνδέεται με τιμές της φόρτισης μικρότερες από αυτή που 
αντιστοιχεί στην ως άνω ασταθή κατάσταση ισορροπίας.
Λ. 1.3. Η ενεργειακή μέθοδος
Για τον προσδιορισμό των κρίσιμων φορτίων των κατασκευών και 
της προ- αλλά και μεταλυγισμικής συμπεριφοράς αυτοόν χρησιμοποιούνται με 
επιτυχία διάφορες μέθοδοι, εντασσόμενες κυρίως στις ακόλουθες τρεις:
■ Κλασσική μέθοδος ισορροπίας του Euler (μέθοδος γειτονικής
ισορροπίας
■ Ενεργειακή μέθοδος
■ Δυναμική ή Κινηματική μέθοδος
Από αυτές θα παρατεθεί εκτενέστερη αναφορά στην ενεργειακή 
μέθοδο, η οποία θα εφαρμοστεί κατά κόρον στην παρούσα Διπλωματική Εργασία.
Η ενεργειακή μέθοδος εφαρμόζεται σε συντηρητικά συστήματα και 
βασίζεται στη μελέτη της συνάρτησης του συνολικού δυναμικού Vt αυτών. Όπως 
είναι γνωστό, το συνολικό δυναμικό (total potential) VT οποιουδήποτε ελαστικού 
συντηρητικού συστήματος ισούται με το άθροισμα του δυναμικού των εσωτερικών 
δυνάμεων U (δηλαδή της ενέργειας παραμόρφωσης, strain energy) και του 
δυναμικού των εξωτερικών δυνάμεων Ω (που είναι το έργο των δυνάμεων αυτών 
από την τελική στην αρχική θέση ισορροπίας): VT -U + Ω.
(α) Ενεργειακά κριτιίρια και σγετικά θεωρήματα της μεθόδου
Η ενεργειακή μέθοδος βασίζεται στα ακόλουθα δύο ύψιστης 
σημασίας ενεργειακά κριτήρια, που έχουν ως εξής:
1. Κριτήριο ισορροπίας*
Ένα συντηρητικό σύστημα υπό στατική φόρτιση ισορροπεί σε 
κάποια θέση, όταν το συνολικό δυναμικό Υτ έχει στάσιμη τιμή στη θέση αυτή.
* Αρχή της Στάσιμης Τιμής της Δυναμικής Ενέργειας 
Λ. Αργυροπούλου
Ε. Ευαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδου
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Πρόκειται συνεπώς για ικανή και αναγκαία συνθήκη 
ισορροπίας, η οποία (για διακεκριμένα συστήματα) ισοδυναμεί με τον ταυτόχρονο 
μηδενισμό των 1ων παραγώγων του συνολικού δυναμικού ως προς όλες τις 




-0, i = l,2,...,n.
2. Κριτήριο ευστάθειας (θεώοιιιια Lagrange - Dirichlet)
Μια κατάσταση ισορροπίας οποιουδήποτε συντηρητικού 
συστήματος είναι ευσταθής (για μικρού μεγέθους διαταραχή), αν το συνολικό δυναμικό, 
που αντιστοιχεί στην κατάσταση αυτή έχει σγετικό (τοπικό) ελάχιστο.
Μια γενίκευση του κριτηρίου αυτού αποτελεί το θεώρημα του 
Koiter, σύμφωνα με το οποίο η ύπαρξη σχετικού (τοπικού) ελάχιστου της συνολικής 
δυναμικής ενέργειας, που αντιστοιχεί σε κατάσταση ισορροπίας, αποτελεί πρακτικά 
ικανή και αναγκαία συνθήκη ευστάθειας (με τη δυναμική έννοια αυτής). Το αντίστροφο 
του θεωρήματος των Lagrange - Dirichlet, δηλαδή όταν μια κατάσταση ισορροπίας 
είναι ευσταθής, το συνολικό δυναμικό έχει τοπικό ελάχιστο, ΔΕΝ έχει μέχρι στιγμής 
ΠΛΗΡΩΣ αποδειχθεί#, παρ’ όλα ταύτα έχουν διατυπωθεί ορισμένες ικανές συνθήκες 
για ασταθή ισορροπία, που περιέχονται στα ακόλουθα δύο θεωρήματα, που απέδειξε ο 
Lyapunov:
■ Γ Θεώρηιια Lyapunov: Αν η συνολική δυναμική ενέργεια ενός 
συντηρητικού συστήματος, που αντιστοιχεί σε κατάσταση ισορροπίας, δεν έχει σχετικό 
(τοπικό) ελάχιστο, τότε η εν λόγω κατάσταση ισορροπίας είναι ασταθής.
■ 2° Θεώρημα Lyapunov: Αν η συνολική δυναμική ενέργεια ενός 
συντηρητικού συστήματος, που αντιστοιχεί σε κατάσταση ισορροπίας, έχει σχετικό 
(τοπικό) μέγιστο, τότε η κατάσταση αυτή είναι ασταθής.
Είναι τέλος γενικά αποδεκτό, ότι τα δύο ενεργειακά κριτήρια, 
τα δύο θεωρήματα Lyapunov και το θεώρημα του Koiter ισχύουν τόσο για 
διακεκριμένα όσο και για συνεχή συστήματα.
“ η ισχύς του πάντως έχει γίνει αποδεκτή, οπότε το κριτήριο ευστάθειας χρησιμοποιείται ως αναγκαία 






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(β) Κριτήριο 2ης μεταβολής - νενικευμένες συνθήκες ευστάθειας 
κρίσιμου σημείου ισορροπίας
Σύμφωνα με τα όσα εκτέθηκαν προηγούμενα, η μελέτη της
ευστάθειας των σημείων ισορροπίας (συμπεριλαμβανομένων και των κρίσιμων, 
δηλαδή των οριακών και διακλαδικών σημείων) έγκειται στον προσδιορισμό των 
ακρότατων της συνάρτησης του συνολικού δυναμικού Vp, στην υπό εξέταση θέση 
ισορροπίας. Η VT στη περίπτωση διακεκριμένου συστήματος είναι συνήθως μια μη 
γραμμική μονότιμος συνεχής συνάρτηση των γενικευμένων συντεταγμένων 
qit i = 1 +η και επίσης συνήθως γραμμική συνάρτηση του εξωτερικού φορτίου λ,
δηλαδή η VT = VT(q,;A) είναι μια πεπλεγμένη συνάρτηση των qi και λ. Για τον
λόγο αυτό υπάρχει η πιθανότητα ένα σημείο ισορροπίας είτε να παρουσιάζει 
ευστάθεια ως προς όλες τις γενικευμένες συντεταγμένες είτε ευστάθεια σε σχέση με 
μερικές από αυτές και αστάθεια ως προς τις υπόλοιπες. Η 1η πιθανότητα 
παρουσιάζεται γραφικά στα Σχήματα A 1.9 και A 1.10, ενώ η 2η στα Σχήματα A 1.11. 
και A 1.12 (που αντιστοιχεί στο λεγόμενο σημείο σέλας).
Σχήμα Α1.9. Μια αμετάβλητη επιφάνεια συνολικής ενέργειας ευσταθούς σημείου ισορροπίας έναντι
μετασχηματισμού συντεταγμένων.
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Σχήμα A1.11. Ισοϋψείς της συνάρτησης συνολικού δυναμικού, που επιτρέπουν ευστάθεια ως προς ιι2
και u3 αλλά ευστάθεια ως προς ιη.
Σχήμα A 1.12. Επιφάνεια συνολικού δυναμικού, που εμφανίζει ευστάθεια ως προς u2 αλλά αστάθεια ως
προς ιη (σημείο σέλας, saddle point).
Με βάση τις αρχές τόσο του Λογισμού των Μεταβολών όσο και της Θεωρίας των 
Μητρώων διατυπώνεται το λεγόμενο κριτήριο της 2ης μεταβολής, σύμφωνα με το
οποίο αν η 2η μεταβολή δ 2 VT του συνολικού δυναμικού σε θέση ισορροπίας 
οποιουδήποτε διακεκριμένου συντηρητικού συστήματος είναι θετικά ορισμένη 
[δ2νΤ > ά), τότε η θέση ισορροπίας είναι ευσταθής1. Το κριτήριο αυτό αποτελεί μια 
ικανή συνθήκη ευστάθειας, αφού το αντίστροφο του, δηλαδή όταν το συνολικό 
δυναμικό σε μια θέση ισορροπίας έχει τοπικό ελάχιστο, δεν συνεπάγεται κατ’ ανάγκη
ότι στη θέση αυτή θα ισχύει δ VT > 0. Αντίστοιχα, αν η δ VT είναι αρνητικά 
ορισμένη [δ2νΤ < ά), τότε το συνολικό δυναμικό έχει σχετικό (τοπικό) μέγιστο και η
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αντίστοιχη θέση ισορροπίας είναι ασταθής. Όμοια, η δ2ΥΤ είναι μη ορισμένη 
συνάρτηση, το συνολικό δυναμικό δεν έχει σχετικό ελάχιστο, οπότε σύμφωνα με το 
1° θεώρημα Lyapunov η σχετική θέση ισορροπίας είναι ασταθής. Αν όμως η δ2ΥΤ 
είναι θετικά ημιορισμένη (δηλαδή υπάρχει θέση ισορροπίας για την οποία δ2 VT =0) ή
αν ισχύει ότι δ2Υτ = 0, τότε η Vt μπορεί να έχει ή να μην έχει ελάχιστο στη θέση 
αυτή, οπότε απαιτείται περαιτέρω έρευνα, μέσω της μελέτης μεταβολών ανώτερης 
τάξης'. Τα σημεία ισορροπίας, στα οποία η δ VT είναι θετικά ημιορισμένη, είναι 
κρίσιμα, γεγονός που ισοδυναμεί με τον μηδενισμό της ορίζουσας ευστάθειας της 
τετραγωνικής μορφής της δ2ντ. Σε ότι ακολουθεί παρατίθεται η ακριβής βήμα με 
βήμα μεθοδολογία προσδιορισμού της ευστάθειας κρίσιμων (και μη) σημείων 
ισορροπίας, μέσω γενικευμένων κριτηρίων, για ένα διβάθμιο συντηρητικό σύστημα, 
η οποία άμεσα δύναται να εφαρμοστεί και για διακεκριμένα συστήματα με η > 3.
Έστω λοιπόν ένα συντηρητικό σύστημα δύο βαθμών ελευθερίας 
(γενικευμένων συντεταγμένων) q,,q2, του οποίου η συνάρτηση συνολικού 








Για το προσδιορισμό της ευστάθειας ενός μη κρίσιμου σημείου ισορροπίας Ε 
υπολογίζεται το πρόσημο των κυρίων ελασσονών οριζουσών του μητρώου






d2VT d2VT y2l v22
dq2dq, dq2
Υπολογίζεται κατά συνέπεια το πρόσημο των V,,\ 
εφαρμόζεται ανάλογα το κριτήριο της 2ης μεταβολής.
(A3.2)
και (VUV22-V,2V2I\E και
' Σύμφωνα με το 1° θεώρημα Lyapunov αν μια περιττής τάξης μεταβολή είναι διάφορη του μηδενός σε 
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Τα κρίσιμα σημεία προσδιορίζονται μέσω του ταυτόχρονου μηδενισμού των 
εξισώσεων ισορροπίας και της ορίζουσας ευστάθειας, οπότε για ένα κρίσιμο σημείο 
ισορροπίας C ισχύει ότι
^ = 0 ,1 = 1,2 και (VnV22-VI2V21)=0 (Α3.3)
dqi
Για την εύρεση της ευστάθειας του κρίσιμου σημείου C υπολογίζεται το πρόσημο της 














3 CΣε περίπτωση που δ VT =0 το κρίσιμο σημείο είναι συμμετρικό σημείο 
διακλάδωσης, ενώ για οριακά σημεία ή ασύμμετρα σημεία διακλάδωσης ισχύει 
δ VT Φ 0 (ασταθή). Η ευστάθεια του συμμετρικού σημείου διακλάδωσης C θα
ευρεθεί μέσω υπολογισμού του πρόσημου της μεταβολής d4VTC , σύμφωνα με την 
παρακάτω έκφραση
S4VTC
rfm + wfm ' Sq2 ' 
\δ(1ι J
+ 6V,c












' ' tic ' C ' Iκαθώς και του πρόσημου της γενικευμένης 4|S μεταβολής άΙΠ1 ή\ 
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Αν στο σύστημα υφίστανται μη γραμμικότητες τετραγωνικής μορφής, τότε το
πρόσημο της dCf], 1 και όχι της S4VTC είναι αυτό που καθορίζει την ευστάθεια (>0) ή 
την αστάθεια (<0) του κρίσιμου σημείου. Αν δεν υπάρχουν μη γραμμικότητες ή αυτές
είναι κυβικού τύπου τότε dcUIl = δ4ντ^ , οπότε το πρόσημο της δ4ντL αρκεί για
τον προσδιορισμό της ευστάθειας του C. Φυσικά, αν djUI= 0, τότε εξετάζονται 
μεταβολές ακόμα μεγαλύτερης τάξης. Στο Σχήμα A 1.13 απεικονίζεται η μορφή της 
καμπύλης του συνολικού δυναμικού για τους τρεις τύπους σημείων διακλάδωσης, σε 
χαρακτηριστικά σημεία του προ- και μεταλυγισμικού κύριου και δευτερεύοντα 
δρόμου ισορροπίας.
s4 4W C
1 A t Λ
I A
(β)
Σχήμα A1.13. Δρόμοι ισορροπίας και μορφή της συνάρτησης συνολικού δυναμικού για 
(α) ασύμμετρο, (β) συμμετρικό ευσταθές και (γ) συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης.
Λ. 1.4. Ο ρόλος των μαθηματικών προσομοκομάτων (προτύπων)
Είναι κοινά παραδεκτό και γνωστό εκ πείρας στην Επιστήμη του 
Μηχανικού ότι είναι εξαιρετικά δυσχερές να ληφθούν υπ’ όψη όλες οι παράμετροι, οι 
οποίες επηρεάζουν την εντατική κατάσταση μιας κατασκευής και από τις οποίες 
εξαρτάται η συμπεριφορά αυτής. Καθίσταται ως εκ τούτου αναγκαία η 
αντικατάσταση της πραγματικής κατασκευής (συνεχούς, απειροβάθμιου 
συστήματος), μετά από μια σειρά απλοποιητικών παραδοχών, με ένα μαθηματικό 
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παραμόρφωσης, του οποίου λαμβάνονται υπ’ όψη μόνον εκείνες οι παράμετροι, που 
είναι χαρακτηριστικές της συμπεριφοράς της πραγματικής κατασκευής. Αναμφίβολα 
η αντικατάσταση αυτή με ένα προσομοίωμα εντατικά ισοδύναμο αποτελεί ένα από τα 
σημαντικότερα προβλήματα της όλης μελέτης. Αρχικά καθορίζονται τα βασικά 
χαρακτηριστικά της γεωμετρίας, της φόρτισης και των ιδιοτήτων του υλικού της 
πραγματικής κατασκευής (αναζήτηση του λεγάμενου φυσικού πρότυπου) και στη 
συνέχεια αναζητείται το εντατικά ισοδύναμο μαθηματικό προσομοίωμα, που θα την 
αντικαταστήσει. Σε περίπτωση δε κατά την οποία μέσω του προσομοιώματος αυτού 
είναι επιθυμητός και ο έλεγχος της ευστάθειας της κατασκευής, μια επιπρόσθετη 
παράμετρος που οπωσδήποτε πρέπει να συμπεριληφθεί - προστεθεί είναι η 
γεωμετρική μη γραμμικότητα, η οποία είναι αναγκαία για τον καθορισμό της 
πραγματικής φέρουσας ικανότητας μιας λεπτής κατασκευής. Φυσικά, η προσπάθεια 
για τον καθορισμό ενός μαθηματικού προτύπου δεν είναι πάντοτε δυνατόν να 
οδηγήσει σε ένα ακριβές (εντατικά ισοδύναμο) υποκατάστατο της πραγματικής 
κατασκευής, και συνήθως η προσομοίωση καταλήγει σε κατά προσέγγιση ισοδύναμα 
μαθηματικά πρότυπα. Χαρακτηριστικό παράδειγμα προσομοίωσης της συμμετρικής 
και αντισυμμετρικής συμπεριφοράς σε λυγισμό λόγω αξονικής θλίψης αποτελεί το 
διβάθμιο μοντέλο εκ τριών αβαρών ράβδων μιας αμφιαρθρωτής δοκού που φαίνεται 
στο Σχήμα Α 1.14α, ο κύριος δρόμος ισορροπίας του οποίου με τα δύο σημεία 
διακλάδωσης (που αντιστοιχούν σε λυγισμό πρώτης και δεύτερης κανονικής μορφής) 
φαίνεται στο Σχήμα A1.14β.
Διβάθυιο ποοσουοίωυα Συνεχές σύστηυα
1η κανονική μο 
λογισμού
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Σχήμα A 1.14. Διβάθμιο προσομοίωμα λυγισμού λόγω αξονικής θλίψης μιας αμφιαρθρωτής δοκού (α) 
και διακλαδικά σημεία επί του κύριου (τετριμμένου) δρόμου ισορροπίας, που οδηγούν σε συμμετρικό 
λύγισμά (1η κανονική μορφή) και αντισυμμετρικό λυγισμό (2η κανονική μορφή) (β).
Οι θεωρίες αναλύσεων που εφαρμόζονται στη πράξη για κελύφη, πλάκες και δοκούς 
είναι παραδείγματα, στα οποία - μετά από κάποιες απλοποιητικές παραδοχές - η 
τρισδιάστατη εντατική κατάσταση ανάγεται σε δισδιάστατη για τους επιφανειακούς 
φορείς και σε μονοδιάστατοι για τους γραμμικούς. Από τις αρχές της δεκαετίας του 
1960 επινοήθηκαν και μελετήθηκαν πολλά μοντέλα για την προσομοίωση της 
ανάλυσης σε ευστάθεια ενός μεγάλου αριθμού γραμμικο'ιν και επιφανειακών φορέων, 
μέσω των οποίων καταδείχτηκαν με σαφήνεια όλοι οι τύποι στατικής αστάθειας των 
κατασκευών. Μεταξύ αυτών τα πλέον αξιόλογα και χαρακτηριστικά παρουσιάζονται 
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Gaspar (1977), Gioncu & Ivan (1979)
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(a) Huseyin (1975), (β) Croll & Walker (1972), (y) Zaslavsky (1968)
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Σχήμα A1.25. Μελέτη ευστάθειας με προσομοιώματα όπου οι δράσεις εξαρτώνται από δομικές
παραμορφώσεις.
Η ανάλυση της προ- και μεταλυγισμικής συμπεριφοράς του 20,1 εκ των 
προσομοιωμάτων που απεικονίζονται στο Σχήμα Λ/./9|2'41, αποτελεί το κατ’ 
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A.2. Στοιχειά της θεωρίας των Καταστροφών
Α. 2. /. Γενικές έννοιες - ορισμοί
(α) Ιστορικό - βασικές επισημάνσεις
Τα φαινόμενα αστάθειας, τα οποία λαμβάνουν χώραν με μια 
πληθώρα διαφορετικών τρόπων σε όλες της Εφαρμοσμένες Επιστήμες (Μηχανική, 
Φυσική, Αστρονομία, Βιολογία κλπ.), καταλαμβάνουν ίσως την κορυφαία θέση 
μεταξύ του ενδιαφέροντος των ερευνών. Την τελευταία τριακονταετία, μια 
εντυπωσιακή συνεργασία μεταξύ ερευνητών των παραπάνω Επιστημών και 
Εφαρμοσμένων Μαθηματικών είχαν σαν αποτέλεσμα τη δημιουργία μιας 
ενοποιημένης προσέγγισης όλων των ασταθειών, με την ανάπτυξη των νέων ιδεών 
της Θεωρίας Διακλαδώσεων'16,17' και της Θεωρίας των Καταστροφών'6'. Ιδιαίτερα 
όσον αφορά τη δεύτερη εξ αυτών, και παρ’ όλες τις διαφορετικές και κατά καιρούς 
διισταμένες απόψεις για την εφαρμοσιμότητα της στη Βιολογία και τις Κοινωνικές 
Επιστήμες, αποτελεί αυτή τη στιγμή μια αυστηρά θεμελιωμένη θεωρία, μετά την 
τελειοποίηση και εξέλιξη της από κορυφαίους μαθηματικούς και τοπο­
λόγους'8,9,12,13,18,201.
Όντως η Θεωρία των Καταστροφών είναι ευρύτατα αποδεκτή, 
καθόσον προσφέρει μια γενική μέθοδο για τη μελέτη αλμάτων (jumps), ασυνεχειών 
(discontinuities) και απότομων ποιοτικών αλλαγών (sudden qualitative changes) τόσο 
στη στατική όσο και στη δυναμική απόκριση των συστημάτων. Πέραν αυτών, οι 
γνώσεις που αποκτώνται μέσω της Θεωρίας αυτής είναι γενικότατης ισχύος, οπότε 
δεν υφίσταται ανάγκη σε βάθος ανάλυσης του εκάστοτε συστήματος, παρά μόνο 
μελέτη οικογενειών συστημάτων, των οποίων η συμπεριφορά διέπεται από την 
συνήθη (κανονική) μορφή συναρτήσεων Συνολικού Δυναμικού, οι οποίες σύμφωνα 
με τη Θεωρία αυτή είναι απόλυτα καταταγμένες και συσχετισμένες, με εκ των 
προτέρων γνωστές ιδιότητες. Κατά συνέπεια, το μέγιστο βήμα στη μελέτη 
προβλημάτων ευστάθειας με χρήση της Θεωρίας των Καταστροφών έγκειται στην 
κατάταξη της συνάρτησης του Συνολικού Δυναμικού του εκάστοτε εξεταζόμενου 
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(β) Ορισμοί και μαθηματικές έννοιες
1. Δομική Ευστάθεια Συναρτήσεων (structural stability)
Η έννοια της δομικής ευστάθειας συνδέεται άμεσα με την 
παρουσία και εν γένει απόκριση ενός συστήματος ή φαινομένου στον πραγματικό 
φυσικό κόσμο. Ο χαρακτηρισμός αυτός δεν έχει καμιά σχέση με την ευστάθεια, όπως 
αυτή ορίζεται με βάση τη Μη Γραμμική Θεωρία Ελαστικής Ευστάθειας ή τη Θεωρία 
των Διακλαδοδσεων (π.χ. ευστάθεια σημείων ισορροπίας), αλλά αφορά την ποιοτική 
συμπεριφορά μιας συνάρτησης ΤΟΠΙΚΑ, λόγω μιας ΑΥΘΑΙΡΕΤΗΣ ΜΙΚΡΗΣ 
ΔΙΑΤΑΡΑΧΗΣ (arbitrary small perturbation).
Μια συνάρτηση καλείται δομικά ευσταθής, όταν οι 
ποιοτικές της ιδιότητες δεν μεταβάλλονται τοπικά, αν πραγματοποιηθεί σε αυτή μια 
αυθαίρετη μικρή διαταραχή. Έστω V\qI,q2,...,qn) συνάρτηση συνολικού δυναμικού
και sf \q ι , q 2 ,-, Ρνα μικρή διαταραχή. Η V είναι δομικά ευσταθής στο
σημείο q0 e θΐ , αν Ξ ένας ομαλός μετασχηματισμός μεταβλητών (συντεταγμένων)
της μορφής q'j = q'j{qj,q2,...,qn) > J ~ τέτοιος ώστε και η νέα συνάρτηση
V' = V + sf, που προκύπτει από την παραπάνω διαταραχή (στο νέο σύστημα 
συντεταγμένων) να έχει την ίδια δομή με αυτή της V (στο αρχικό σύστημα 
συντεταγμένων), που συμβολικά γράφεται ως: V'(q')-V(q).
2. Ποοσδιοοιστικότητα K(V) (determinacy)
Η έννοια αυτή βασικά απαντά στο ερώτημα μέχρι ποιας 
τάξης στο ανάπτυγμα Taylor (περί ένα σημείο π.χ. ισορροπίας) της συνάρτησης 
συνολικού δυναμικού V πρέπει να διατηρηθούν, προκειμένου να υπάρξει πλήρης 
περιγραφή της τοπικής συμπεριφοράς ευστάθειας ενός συστήματος. Δηλαδή, ποιος 
είναι ο δεσπόζων όρος του αναπτύγματος και πέραν αυτού η σειρά Taylor μπορεί να 
κολοβωθεί (truncated).
3. Ανάπτυζιι (Ανάπτυγμα: unfolding)
♦
Ανάπτυξη (ή ανάπτυγμα) V (qJ;aI,a2,....,ar) μιας 
συνάρτησης σπέρματος (γόνου: germ) V(qt) ορίζεται ως το σύνολο της πλέον 
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ίδιες ιδιότητες με αυτή (ακρότατα, σημεία καμπής κλπ.) με τη μικρότερη δυνατή 
διάσταση /·.
3.1. Πλήρης ανάπτυξη (versa1 unfolding)
Μια ανάπτυξη F(qJ;a1,a2,....ar ) διάστασης r , μιας
συνάρτησης σπέρματος V(q j) είναι πλήρης, αν οποιαδήποτε άλλη ανάπτυξη 
V'(q'l;a'l,a'2,....,a'r) της V μπορεί να προκόψει από την F μέσω ομαλής (smooth) 
αλλαγής των μεταβλητών και των παραμέτρων της.
3.2. Γενική ανάπτυξη (universal unfolding)
Μια ανάπτυξη είναι γενική, αν είναι πλήρης και 
διαθέτει τον μικρότερο αριθμό παραμέτρων r. Ο αριθμός αυτός καλείται 
συνόιάσταση (codimension).
Συμπερασματικά, η μελέτη της ποιοτικής συμπεριφοράς μιας 
συνάρτησης Συνολικού Δυναμικού ^(q/c) στη γειτονιά ενός ορισμένου σημείου q0
(π.χ. ενός σημείου ισορροπίας) συνδέεται με το πρόβλημα υπολογισμού της 
προσδιοριστικότητας και της γενικής ανάπτυξης.
4. Υπολονισιιός προσδιοριστικότητας
Ορίζοντας ως τον δεσπόζοντα όρο k τάξης (σε δύναμη) της 
συνάρτησης V στο σημείο qn ως k - jet, με συμβολισμό jkV(q0) ή jkV,
παρατίθεται κατωτέρω ένας αλγόριθμος, ο οποίος μέσω τεσσάρων απλών βημάτων 
επιτρέπει τον ακριβή υπολογισμό της προσδιοριστικότητας μιας συνάρτησης V(q), 
δηλ. του αριθμού των απαραίτητων όρων του αναπτύγματος Taylor αυτής. Τα βήματα 
αυτά έχουν συνοπτικά ως εξής:
(α) Υποθέτουμε κατ' αρχήν ότι η V{qI,q2,...,qn) έχει
προσδιοριστικότητα k.
(β) Έστω m. (q) το σύνολο των μονώνυμων ως προς qi,
q2,..,qn με βαθμό 2, 3,.... : nij(q) = qf , q,q2....... qn / qi , qi q2,····, δηλαδή m, = qi ,
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(δ) Μπορούν όλα τα μονώνυμα βαθμού k+Ι να γραφούν 
σαν γραμμικός συνδυασμός των Qtj με σταθερούς συντελεστές; Αν ναι, τότε η
υπόθεση (α) είναι ορθή, αλλιώς ακολουθούμε τα ίδια βήματα για υποτιθέμενη 
προσδιοριστικότητα k+Ι κλπ.
5. Σγέση προσδιοριστικότητας - συνδιάστασης 
Ισχύει ότι1'71 K(V) < codim(V) + 2
6. Υπολογισμός της γενικής ανάπτυξης
Οι κανόνες που διέπουν τον υπολογισμό της γενικής 
ανάπτυξης μιας συνάρτησης f (χ) (χ μητρώο-διάνυσμα των μεταβλητών χ/, X2,..,xn) 
αποτελούν συμπλήρωμα των αντίστοιχων κανόνων υπολογισμού της 
προσδιοριστικότητας, που προαναφέρθηκαν. Ο σχετικός αλγόριθμος συντίθεται από 
τα επόμενα απλά βήματα:
(α) Υπολογίζεται η προσδιοριστικότητα k της/ώς). Αρκεί δε 
να εργασθεί κανείς με το πολυώνυμο f(x) = jk f (χ).
(β) Έστω h ■ (χ) η αλληλουχία των μονώνυμων ως προς X/, 
Χ2, ....χ« βαθμού 0, 1,2,....της μορφής hj(x) : 0, xj, Χ2, ..., χ„; χΛ Χ]Χ2,....
(γ) Υποτίθεται ότι η Έ(χ, α) είναι ανάπτυξη r - διάστασης
τΠς Ι(χ)· Ορίζονται τότε τα Tj(x)=-^—jk+I F{x;a]a=Q .
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(ε) Μπορούν όλα τα μονώνυμα βαθμού < k να 
εκφραστούν με τη μορφή ^Sy Sy (χ) + jTj(x), όπου Sy, tj πραγματικοί
αριθμοί; Αν ναι, τότε η F(x;α) είναι μια πλήρης ανάπτυξη της f(x).
(στ) Είναι το σύνολο των Tj(x) ελάχιστο, δηλαδή είναι τα 
πολυώνυμα αυτά γραμμικά ανεξάρτητα; Αν ναι, τότε η /7(χ;α) είναι μια γενική 
ανάπτυξη της f(x).
Στο σημείο αυτό δέον όπως τονιστεί ότι η γενική ανάπτυξη μιας συνάρτησης ]'(χ) 
ΔΕΝ είναι αναγκαστικά ΜΟΝΑΔΙΚΗ.
7. Υπολογισμός του σπέρματος
Το γεγονός ότι οι αλγόριθμοι υπολογισμού τόσο της 
προσδιοριστικότητας όσο και του σπέρματος αλληλοσυμπληρώνονται, οδηγεί χωρίς 
ιδιαίτερη δυσκολία σε έναν ενδιάμεσο αυτών αλγόριθμο, βάσει του οποίου 
υπολογίζεται το απλούστερο δυνατό σπέρμα, το σχετιζόμενο με μια συνάρτηση 
/(x1,x2,...,xn) προσδιοριστικότητας k , που αποτελείται από τα ακόλουθα βήματα:
(α) Υπολογίζεται αρχικά η προσδιοριστικότητα k της f(x), 
αρκεί δε να εργασθεί κανείς με το πολυώνυμο f(x) = jk f (χ), όπως ανωτέρω.
(β) Έστω Vk ο γραμμικός διανυσματικός χώρος που 
ορίζεται από όλα τα μονώνυμα ως προς x,,x2,...,xn βαθμού < k . Τότε η διάσταση
(k + n)!
του Vk ισούται με dim Vk = -
k! n!
(γ) Έστω VD ο γραμμικός διανυσματικός υποχώρος του 
Vk, που ορίζεται από όλα τα πολυώνυμα Ry, όπως αυτά προκύπτουν από τον 
αλγόριθμο υπολογισμού της προσδιοριστικότητας.
(δ) Έστω Vy ο γραμμικός διανυσματικός υποχώρος του 
Vk, που ορίζεται από το ελάχιστο σύνολο των πολυωνύμων Ty, όπως αυτά 
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(ε) Κατά συνέπεια θα ισχύει ότι ο ακόλουθος γραμμικός
διανυσματικός χώρος
n-(VD®Vu) rt(τβ®η,)
ορίζεται από τις πρώτες μερικές παραγώγους του σπέρματος της f.
Για παραδείγματα εφαρμογής των τριών αυτών αλγορίθμων μπορεί ο αναγνώστης να 
αποταθεί στη διεθνή βιβλιογραφία110,|2'17,20].
8. Κρίσιιια σηιιεία - Συσγετισμόζ με τη Θεωρία Διακλαδώσεων*
(α) Αν V το συνολικό δυναμικό ενός συστήματος, σύμφωνα 
με τη Θεωρία των Καταστροφών ένα σημείο στο οποίο μηδενίζονται όλες οι πρώτες 
παράγωγοι αυτής (ως προς τις ενεργές συντεταγμένες - βαθμούς ελευθερίας του 
συστήματος) αλλά όχι και η ορίζουσα του μητρώου Hessian (ο μηδενισμός της 
οποίας υποδηλώνει κρίσιμα σημεία ισορροπίας σύμφωνα με τη Θεωρία 
Διακλαδώσεων), τότε το σημείο αυτό καλείται κρίσιμο σημείο Morse ή μη 
εκφυλισμένο κρίσιμο σημείο (non-degenerate critical point).
(β) Ένα κρίσιμο σημείο ισορροπίας (όπου δ2Υ -0, άρα 
και η Hessian=0) ΔΕΝ είναι κρίσιμο σημείο Morse και καλείται εκφυλισμένο 
κρίσιμο σημείο (degenerate critical point).
(γ) Συνεπώς, συσχετίζοντας τα μη κρίσιμα σημεία 
ισορροπίας της Μη Γραμμικής Θεωρίας Ελαστικής Ευστάθειας με τα σημεία Morse, 
παρατηρούμε ότι στα τελευταία μπορούν να αντιστοιχούν είτε ευσταθή είτε ασταθή 
σημεία ισορροπίας. Ένα τέτοιο σημείο Morse καλείται σημείο σέλας Morse (Morse
saddle point), τυπική απεικόνιση των τριών τέτοιων σημείων στο ίΗ2 φαίνεται στο 
Σχήμα Α2.1. Άρα τα μη εκφυλισμένα σημεία μπορεί να είναι είτε ευσταθή είτε 
ασταθή σημεία ισορροπίας, αποδεικνύεται δε[ 17,231 ότι στη γειτονιά ενός μη 
εκφυλισμένου σημείου (Morse) οποιαδήποτε συνάρτηση είναι δομικά ευσταθής. Στον 
Πίνακα Π2.1 παρατίθεται η συσχέτιση μεταξύ των κρίσιμων και μη σημείων της
* Στο Παράρτημα που συνοδεύει την παρούσα Διπλωματική Εργασία παρατίθεται το πρόγραμμα 
Mathematica κρίσιμα σημεία.nb, όπου παρουσιάζονται διάφοροι τύποι απλών και συνθέτων κρίσιμων 
σημείων.
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Θεωρίας των Καταστροφών και της Θεωρίας των Διακλαδώσεων-Μη Γραμμικής 
Θεωρίας Ελαστικής Ευστάθειας.
Ζ
Σχήμα Α2.1. Τα τρία σημεία σέλας Morse στο ίΚ2 , εκ των οποίων το (α) έχει τοπικό ελάχιστο, το (β)





VV *0 Μη κρίσιμο σημείο Σημείο μη ισορροπίας
VV = 0,detVij Φ0 Κρίσιμο σημείο (Morse) Σημείο ισορροπίας
VV = 0, det Vjj =0




Πίνακας Π2.1. Συσχετισμός κρίσιμων σημείων της Θεωρίας των Καταστροφών και της Θεωρίας των 
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9. Ατέλειες και διαταραγ/ιιένες διακλαδώσεις
Σε πολλές φυσικές επιστήμες, συμπεριλαμβανόμενης και της
Δομικής Μηχανικής (structural engineering) διατηρήθηκε επί μακράν η υπόθεση ότι 
οι αστάθειες προκύπτουν από την μεταβολή μιας μοναδικής παραμέτρου ελέγχου, 
ιδία του φορτίου λ. Δευτερεύουσες παράμετροι ελέγχου, και μερικές φορές ούτε 
υποχρεωτικά κάποιες ατέλειες, εισάγονται εκ των υστέρων, αφού η βασική 
συμπεριφορά λόγω μεταβολής του λ έχει αναλυθεί.
εξέταση των δρόμων ισορροπίας (equilibrium paths) στο χώρο λ - η, (όπου </,· οι 
βαθμοί ελευθερίας - ενεργές συντεταγμένες του εξεταζόμενου δομικού συστήματος), 
και η εισαγωγή δευτερευουσών παραμέτρων «ατελειών», οι οποίες συνήθως έχουν 
μικρές τιμές, θεωρούνται ως διαταραχές του αρχικού συνόλου των δρόμων 
ισορροπίας. Η συγκεκριμένη θεώρηση ανήκει στη λεγάμενη διακλαδική οπτική γωνία. 
Πλην όμως, έχει από καιρού αναγνωριστεί πως όλες οι παράμετροι ελέγχου μπορούν 
να θεωρηθούν ως ισοδύναμες, γεγονός που οδήγησε στην μελέτη των επιφανειών 
ισορροπίας στο π'λήρη χώρο λ - q/-7,l5\ Ιδιαίτερα δε μετά την αλματώδη ανάπτυξη 
της Θεωρίας των Καταστροφών κατέστη η μελέτη-ανάλυση των επιφανειών 
ισορροπίας πολλή ελκυστική παγκοσμίως. Προς τούτο, η ενοποιημένη προσέγγιση 
(που αναφέρθηκε ήδη στις αρχές του παρόντος Κεφαλαίου), σύμφωνα με την οποία 
όλες οι παράμετροι ελέγχου θεωρούνται ότι συμμετέχουν με την ίδια σπουδαιότητα 
στη συμπεριφορά ενός συστήματος, είναι με απλά λόγια η οπτική γωνία της Θεωρίας 
των Καταστροφών.
όμως κατατοπιστική περιγραφή της σχέσης μεταξύ της ευαισθησίας σε αρχικές 
ατέλειες (imperfection sensitivity) και της (τοπολογικής) δομικής ευστάθειας 
ορισμένων μορφών διακλαδώσεων. Για περαιτέρω εμβάθυνση επί θεμάτων 
σχετιζόμενων με συμμετρίες, βελτιστοποίηση και σχεδίασμά πραγματικών
Κεφάλαιο Β' της παρούσας, το οποίο πραγματεύεται την ανάλυση ενός μη γραμμικού 
προσομοιώματος λυγισμού μιας πλάκας θλιβόμενης και στις δύο διευθύνσεις, θα 
υπάρξει αναλυτική αναφορά και συσχέτιση της διακλαδικής συμπεριφοράς με τη
Μια μοναδική παράμετρος ελέγχου οδηγεί φυσικά στην
Στις επόμενες υποπαραγράφους παρατίθεται μια συνοπτική, πλην
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Θεωρία των Καταστροφοδν και ιδιαίτερα με ανωμαλίες υψηλότερης τάξης σε δύο 
γενικευμένες συντεταγμένες (higher order two-mode singularities).
Θεωρούμε - σύμφωνα με τα παραπάνω - ένα σύστημα, το οποίο 
περιγράφεται από τη συνάρτηση δυναμικού V = V( η,λ,ε ), όπου q μια μοναδική 
ενεργός συντεταγμένη (πρόκειται περί μονοβάθμιου συντηρητικού στην ουσία 
συστήματος) και λ, ε παράμετροι ελέγχου. Υπό τη διακλαδική οπτική γωνία το λ 
αντιπροσωπεύει το φορτίο και το ε μια παράμετρο ατέλειας, που διαταράσσει το 
σύστημα. Για παράδειγμα το ε θα μπορούσε να είναι το εύρος μιας αρχικής 
παραμόρφωσης ή το μέγεθος μιας αρχικής προέντασης. Έτσι, αν ε = 0, η V 
περιγράφει τη συμπεριφορά κάποιου τέλειου συστήματος, και μεταβάλλοντας το ε 
παράγεται μια οικογένεια σχετικών ατελών συστημάτων.
Εξετάζεται στη συνέχεια τη περίπτωση που το τέλειο σύστημα 
αλλά και η οικογένεια των ατελών παρουσιάζει οριακό σημείο, με την όλη εικόνα 
των δρόμων ισορροπίας και του διαγράμματος φορτίου-ατέλειας να φαίνονται στο 
Σχήμα Α2.2.
Σχήμα Α2.2. Η επιρροή των αρχικών ατελειών (διαταραχών) στους δρόμους ισορροπίας με οριακό 
σημείο (πτύχωση). Το δεξί διάγραμμα δείχνει την ήπια, ομαλή ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες.
Παρατηρούμε ότι η παρουσία των ατελειών διαφοροποιεί πολύ λίγο τη συμπεριφορά 
του συστήματος, καθόσον και το τέλειο αλλά και τα ατελή συστήματα χάνουν την 
ευστάθεια τους μέσω οριακού σημείο, η δε τοπική τοπολογία παραμένει αναλλοίωτη 
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αρχικές ατέλειες (μεταβολή των κρίσιμων σημείων λόγω της ατέλειας), και ο 
γεωμετρικός τόπος αστοχίας (failure locus) στο χώρο των παραμέτρων ελέγχου.
Τούτο δεν συμβαίνει όμως στη περίπτωση του ασύμμετρου 
σημείου διακλάδωσης, που απεικονίζεται στο Σχήμα Α2.3. Εδώ η όλη εικόνα αλλάζει 
δραστικά παρουσία της ατέλειας, και μάλιστα με δύο διαφορετικούς τρόπους.
Σχήμα Α2.3. Η επιρροή των αρχικών ατελειών στο ασύμμετρο σημείο διακλάδωσης. Αριστερά 
φαίνονται οι δρόμοι ισορροπίας και δεξιά η ισχυρή ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες.
Αναλυτικότερα, για θετικές τιμές του ε, οι τεμνόμενοι δρόμοι του τέλειου 
συστήματος μεταπίπτουν σε διαχωρισμένους δρόμους, οι οποίοι παρουσιάζουν 
οριακά σημεία, ενώ για αρνητικά ε οι δρόμοι επίσης διαχωρίζονται, χωρίς όμως να 
διαθέτουν κρίσιμα σημεία. Η καμπύλη της ευαισθησίας σε αρχικές ατέλειες είναι 
τοπικά παραβολικής μορφής και έχει άπειρη κλίση για ε=0. Έτσι, η φέρουσα 
ικανότητα της κατασκευής επηρεάζεται σημαντικά από την παρουσία μιας θετικής 
αρχικής ατέλειας, ενώ μια αρνητική τοιαύτη επιτρέπει στο σύστημα να “δραπετεύσει” 
πλήρως προς την ευστάθεια ή την αστάθεια. Συνεπώς, η παράμετρος της ατέλειας 
είναι πολύ περισσότερο σημαντική στο σύστημα αυτό από ότι στο προηγούμενο, ενώ 
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Αντίστοιχα, για το συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης η 
τοπολογική εικόνα των τεμνόμενων δρόμων ισορροπίας του τέλειου συστήματος 
καταστρέφεται από μια ατέλεια ε, η οποία διασπά την συμμετρία (symmetry- 
breaking), σύμφωνα με το αριστερό διάγραμμα του Σχήματος Α2.4.
Σχήμα Α2.4. Η επιρροή των αρχικών ατελειών στο συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης, με τη 
μορφή των δρόμων ισορροπίας και το όριο ευστάθειας λόγω της παρουσίας συμπληρωματικών
δρόμων.
Εδώ παρατηρούμε ότι για όλα τα ατελή συστήματα, οι φυσικοί δρόμοι ισορροπίας 
είναι όλοι μονοτονικά αύξοντες και ευσταθείς, οπότε με την φυσιολογικά αποδεκτή 
έννοια το συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης δεν επιδεικνύει ευαισθησία σε 
αρχικές ατέλειες. Πλην όμως εμφανίζονται οριακά σημεία στους συμπληρωματικούς 
δρόμους ισορροπίας, με αποτέλεσμα το όριο ευστάθειας (stability boundary) της 
δεξιάς πλευράς του παραπάνω Σχήματος. Τοπικά πρόκειται περί αιχμής του νόμου 
δύναμης εις την 2/3 (two-third power law cusp), για το λόγο σε αυτό το φαινόμενο 
τούτο καλείται καταστροφή τύπου αιχμής, με την οποία ασχολούνται λεπτομερειακά 
επόμενες παράγραφοι του παρόντος Κεφαλαίου. Τυπικές καμπύλες συναρτήσεων που 
ακολουθούν τον ως άνω νόμο απεικονίζονται γραφικά στο Σχήμα Α.2.5, όπου 
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Σχήμα Α2.5. Τυπικές καμπύλες συναρτήσεων, που ακολουθούν το νόμο δύναμης εις την 2/3.
Τέλος, θεωρούμε το συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης 
που φαίνεται στο Σχήμα Α2.6. Πρόκειται περί της αντίθετης κατάστασης, με 
ευσταθείς δρόμους να αντικαθιστούν ασταθείς (και αντίστροφα). Τα οριακά σημεία 
εμφανίζονται στους φυσικούς δρόμους ισορροπίας των ατελών συστημάτων, και η
Λ /Ο
αιχμή νόμου δύναμης εις την εμφανίζεται και εδώ (δεξί μέρος του Σχήματος) 
ανεστραμμένη, με άπειρη κλίση για ε=0, γεγονός που υποδηλώνει σημαντική 
διαφοροποίηση της φέρουσας ικανότητας, τόσο για θετικά όσο και για αρνητικά ε 
αυτή τη φορά.
Σχήμα Α2.6. Η επιρροή των αρχικών ατελειών στο συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης: δρόμοι 
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Α.2.1. Κατάταξη των Καταστροφών
* αριθμός παραμέτρων ελέγχου
(α) Γενικά
Ο Thom'61 κατέταξε όλες εκείνες τις στοιχειώδεις καταστροφές
για συστήματα μέχρι πέντε 
παραμέτρων ελέγχου, η ονοματολογία 
των οποίων, η μορφή του σπέρματος 
και της αντίστοιχης διαταραχής παρου­
σιάζονται στον διπλανό Πίνακα 
Πάντως, για συντηρητικά συστήματα 
μέχρι τεσσάρων παραμέτρων ελέγχου 
και το πολύ δύο ενεργών συν­
Ονομα k‘ Σπέρμα Διαταραχή
^2 1 X'3 α,χ
^±3 2 ±Χ* α,χ + a2x2
Λ* 3 Xs α,χ + α2χ2 + a3x3
^±5 4 ±Χ6 α,χ + α2χ2 + α3χ3 + α4χ4
^6 5 X7 α,χ + α2χ2 + α3χ3 + a4x* + α,χ3
0-4 3 x2y - y3 α,χ + a2y + a 3y2
D + . 3 x2y + y3 α,χ + a2y + a3y2
4 x2y + y4 α,χ + a2y + a3x2 + aty2
D-6 5 X 1 j V: α,χ + a2y + a3x2 + a2y2 + a3y3
D + 6 5 x3v + v5 α,χ + a2y + a3x2 + a4y2 + a^y3
ε±6 5 X3 ±/ α,χ + a2y + a3xy + aty2 + asxy1
τεταγμένων, υπάρχουν μόνον επτά δυνατές συναρτήσεις δυναμικού για κάθε τύπο 
ανωμαλίας (καταστροφής) με τον μικρότερο δυνατό αριθμό παραμέτρων ελέγχου, έτσι 
ώστε κάθε συνάρτηση δυναμικού να είναι μια γενική ανάπτυξη (δομικά ευσταθής). 
Ο Πίνακας Π2.2. συνδέει τις εν λόγω τυπικές καταστροφές με τα αντίστοιχα κρίσιμα 
σημεία ή επιφάνειες κρίσιμων σημείων της Θεωρίας των Διακλαδώσεων.




Τύπος καταστροφής Συνάρτηση Δυναμικού





(διπλώματος), fold S'* us
Οριακό σημείο, 
ασύμμετρο ΣΔ








r ■ I ·»s us' r.r‘ ·+ trx
j** — us 1 — r s' -f- u s' ts
m=2
Υπερβολικός λώρος, 










S~ 1/ * »/ ♦ rlS~ · ΙΊΓ · il\r 4 t ij Παρακλ,ινές5 ΣΔ
ΣΑ = σημείο διακλάδωσης






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(β) Στοι/ειώδεκ Καταστροφές uiac eveoytic συντεταγμένης
1. Καταστροφή τύπου 7πύγωση<; (fold)
Η συνάρτηση δυναμικού αυτού του (απλούστερου όλων) 
τύπου καταστροφής είναι η γενική ανάπτυξη του σπέρματος f(x) = X3. 
Φωτορεαλιστική απεικόνιση της σχετικής επιφάνειας ισορροπίας παρατίθεται Σχήμα 
Α2.7 που ακολουθεί. Ο συγκεκριμένος τύπος ανωμαλίας δεν πρόκειται να μας 
απασχολήσει στη συνέχεια, ενώ περαιτέρω εκτεταμένες επ’ αυτού πληροφορίες 
υπάρχουν στη σχετική βιβλιογραφία1810’13’15’18,23’261.
Σγήμα Α2.7. Επιφάνεια της ανωμαλίας (καταστροφής) τύπου πτύχωσης.
2. Καταστροφή τύπου aiyuric (cusp)
Η συνάρτηση δυναμικού της καταστροφής τύπου αιχμής, που 
θα μας απασχολήσει σε μεγάλο βαθμό στη συνέχεια, αποτελεί γενική ανάπτυξη του 
σπέρματος f(x)=x4, και καθόσον πρόκειται για συνάρτηση τριών μεταβλητών, η 
απεικόνιση της σχετίζεται με σταθερές τιμές της πρώτης παραγώγου της ως προς τη 
μοναδική ενεργή συντεταγμένη, δηλαδή με συνάρτηση της μορφής 
g(x,u)=3x3+2ux+v=constant, τυπικές μορφές της οποίας φαίνονται στα ακόλουθα 
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Σχήμα Α2.8. Επιφάνεια κρίσιμων σημείων της καταστροφής τύπου αιχμής (α) από Mathematica και
(β) από DPGraph
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3. Καταστροφή τύπου γελιδονοουράς (swallowtail)
Η καταστροφή τύπου χελινοδονοουράς αποτελεί το γενικό 
ανάπτυγμα της ανωμαλίας /(χ) = λ:5 , με συνδιάσταση 3, και απεικονίζεται γραφικά 
στο ανωτέρω Σχήμα Α2.10 .
Σχήμα Α2.10. Τυπική τομή της υπερεπιφάνειας κρίσιμων σημείων της ανωμαλίας τύπου
χελιδονοουράς
2 4 3Η συνάρτηση χ = uv + 3υ , y = -2uv - 4υ , ζ = u παρουσιάζει τέτοιο τύπο 
καταστροφής, ο οποίος φαίνεται στα τρισδιάστατα γραφήματα των Σχημάτων Α2.11 
και Α2.12 που έπονται.
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Σχήμα Α2.12. Τυπική τομή της υπερεπιφάνειας της εν λόγω ανωμαλίας
4. Καταστροφή τύπον πεταλούδας (butterfly)
Πρόκειται για γενική ανάπτυξη του σπέρματος f(x) = χ6 , 
συνδιάστασης 4, με τυπική τομή της σχετικής υπερεπιφάνειας κρίσιμων σημείων να 
απεικονίζεται παρακάτω (Σχήμα Α2.13).
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(ν) Στοιχειώδεις Καταστροφές δύο ενεονών συντεταναένολν
1. Καταστροφή τύπου υπερβολικού λώρου (hyperbolic umbilic)
Ο υπερβολικός λώρος αποτελεί τη γενική ανάπτυξη του 
σπέρματος f(x,y) = x3 +y3, είναι συνδιάστασης 3, καθόσον δε υπάρχει ουσιαστική 
αδυναμία άμεσης απεικόνισης της υπερεπιφάνειας των κρίσιμων σημείων με τα οποία 
σχετίζεται, καταφεύγει κανείς σε τρισδιάστατες απεικονίσεις τομών αυτής, όπως αυτή 
που φαίνεται στο Σχήμα Α2.14.
Σχήμα Α2.14. Τρισδιάστατη απεικόνιση μιας τομής της υπερεπιφάνειας κρίσιμων σημείων της 
καταστροφής τύπου υπερβολικού λώρου.
Η εν λόγω μορφή καταστροφής σχετίζεται με τρία είδη (το μονοκλινές, το ομοκλινές 
και το λεγόμενο διακλαδικό σημείο κορυφής λόφου - hilltop branching point) 
ιδιαζόντων σημείων διακλάδωσης, για τα οποία η επιφάνεια πλήρους ευαισθησίας σε 
αρχικές ατέλειες1 {full imperfection-sensitivity surface), παρουσιάζει τη μοναδική 
τοπολογική εικόνα της καταστροφής αυτής τόσο σε κατάσταση πλήρους ταύτισης 
μορφών {at complete coincidence), όσο και σε κατάσταση διαχωρισμού κρίσιμων 
σημείων {separation of critical points). Τούτο φαίνεται γραφικά στα τρισδιάστατα 
(στον χώρο ελέγχου φορτίου - ατελειών) Σχήματα Α2.15 - Α2.18 που ακολουθούν, 
ενώ χαρακτηριστικές μορφές των τέλειων και ατελών δρόμων ισορροπίας, οι οποίοι 
σχετίζονται με τα προαναφερθέντα τρία είδη διακλαδικών σημείων, παρατίθενται στα 
Σχήματα Α2.19 - Α2.22.
1 Στο σημείο αυτό δέον όπως τονιστεί ότι η ανάλυση της πλήρους ευαισθησίας σε αρχικές ατέλειες περιλαμβάνει τον 
προσδιορισμό όλων των κρίσιμων καταστάσεων περί το σημείο διακλάδωσης C σε παραμετρική μορφή, καθώς και 
τον υπολογισμό του γεωμετρικού τόπου αυτών, πάνω σε μια γενική αχτίδα ατελειών (general imperfection ray), η 
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Σχήμα Α2.15. Πλήρης ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες για το μονοκλινές σημείο διακλάδωσης σε 
πλήρη ταύτιση μορφών, δίδοντας τη πλήρη ανάπτυξη της καταστροφής τύπου υπερβολικού λώρου
(εδώ λ = Λ - Ac).
Σχήμα Α2.16. Πλήρης ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες του ομοκλινούς σημείου διακλάδωσης τόσο για 
πλήρη ταύτιση μορφών όσο και για διαχωρισμό κρίσιμων σημείων, με αμφότερες τις περιπτώσεις να 
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I
I-1
Σχήμα A2.17. Οπίσθια όψη του προηγουμένου σχήματος.
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Σχήμα Α2.19 . Τέλειοι και ατελείς δρόμοι ισορροπίας για το μονόκλινες σημείο διακλάδωσης.
Σχήμα Α2.20. Μονοκλινές σημείο διακλάδωσης : (α) - (γ) μορφές δρόμων ισορροπίας τέλειου 
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Σχήμα Α2.21. Τέλειοι και ατελείς δρόμοι ισορροπίας για το ομοκλινές σημείο διακλάδωσης.
Σχήμα Α2.22. Ομοκλινές σημείο διακλάδωσης : (α) - (γ) μορφές δρόμων ισορροπίας τέλειου 
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AΣχήμα A2.23. Δρόμοι δια μέσω της καταστροφής υπερβολικού λώρου που καταδεικνύουν το 
μονοκλινές, το ομοκλινές και το σημείο διακλάδωσης τύπου κορυφής λόφου
Παρατηρώντας στη συνέχεια το Σχήμα Α2.23, (όπου οι πλήρεις κύκλοι αντιστοιχούν 
σε ελάχιστα του δυναμικού - ευσταθείς καταστάσεις, οι ημι-πλήρεις σε σημεία σέλας 
- ασταθή με ένα βαθμό αστάθειας και οι άδειοι κύκλοι σε μέγιστα του δυναμικού - 
ασταθή με δύο βαθμούς αστάθειας), διαπιστώνουμε πως ο χώρος παραμέτρων 
ελέγχου χωρίζεται από τις επιφάνειες κρίσιμων σημείων σε τέσσερις περιοχές, με 
σημειωμένες τις λύσεις ισορροπίας, και πως μια εξ αυτών δεν διαθέτει καθόλου 
τέτοιες λύσεις. Στη περίπτωση αυτή υπάρχουν τρεις πιθανότητες - οδοί προσέγγισης 
των αντίστοιχων διακλαδικών σημείων. Η πρώτη (Α) δίδει το ομοκλινές σημείο 
διακλάδωσης (πάνω αριστερά), η δεύτερη (C) το μονοκλινές σημείο διακλάδωσης 
(κάτω αριστερά) και η τρίτη (Β) διακλάδωση από οριακό σημείο (διακλαδικό σημείο 
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2. Καταστροφή τύπου ελλειπτικού λώρου (elliptic umbilic)
Η καταστροφή του εν λόγω τύπου, συνδιάστασης 3, 
σχετίζεται με το λεγόμενο αντικλινές σημείο διακλάδωσης, η δε επιφάνεια κρίσιμων 
σημείων στο χώρο παραμέτρων ελέγχου έχει τη μορφή του Σχήματος Α2.24 και του 
Σχήματος Α2.25 δεξιά.
Σχήμα Α2.24. Πλήρης ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες του αντικλινούς σημείου διακλάδωσης τόσο για 
πλήρη ταύτιση μορφών όσο και για διαχωρισμό κρίσιμων σημείων, με αμφότερες τις περιπτώσεις να 
επιδεικνύουν τη μοναδική τοπολογία καταστροφής ελλειπτικού λώρου (για λ>0 και λ<0).
Σχήμα Α2.25. Δρόμοι στο χώρο παραμέτρων ελέγχου της καταστροφής ελλειπτικού λώρου δίδοντας
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Ο χώρος αυτός χωρίζεται μέσω της επιφάνειας κρίσιμων σημείων (επιφάνειας 
αστοχίας - failure surface) σε τρεις περιοχές, εκ των οποίων μόνο μια περιέχει 
ευσταθείς καταστάσεις, και μέσω της οποίας οδηγούμεθα στο αντικλινές σημείο 
διακλάδωσης. Περισσότερες πληροφορίες για τη μορφή των δρόμων ισορροπίας 
τόσον του τέλειου όσο και του ατελούς συστήματος για την εν λόγω καταστροφή 
φαίνονται στα Σχήματα Α2.26 και Α2.27.
Σχήμα Α2.26. Τέλειοι και ατελείς δρόμοι ισορροπίας για το αντικλινές σημείο διακλάδωσης
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3. Καταστροφή τύπου παραβολικού λώρου (parabolic umbilic)
Πρόκειται για την γενική ανάπτυξη του σπέρματος f(x,y) = 
/ + Λ, με τυπική τρισδιάστατη απεικόνιση μιας προβολής της υπερεπιφάνειας 
κρίσιμων σημείων να φαίνεται στο Σχήμα Α2.28.
Σγήμα Α2.28. Απεικόνιση της επιφάνειας κρίσιμων σημείων καταστροφής τύπου παραβολικού λώρου.
Στη διεθνή βιβλιογραφία περί λυγισμού φαίνεται πως στη καταστροφή τύπου 
παραβολικού λώρου έχει δοθεί κάπως λιγότερη προσοχή σε σχέση με τους 
προηγούμενους δύο τύπους (ελλειπτικού και υπερβολικού λώρου), παρόλη τη μεγάλη 
σημασία της σε προβλήματα αλληλεπίδρασης μορφών (mode interaction). 
Παραδοσιακά έχει δοθεί έμφαση σε προβλήματα ημισυμμετρίας ή πλήρους 
συμμετρίας παρά στην υβριδική εκείνη περίπτωση (που αφορά την εν λόγω 
καταστροφή), κατά την οποία η συμμετρία είναι παρούσα για κάθε συνεισφέρουσα 
μορφή λαμβανόμενη χωριστά, η οποία όπως σπάει σε σχέση με μια από τις μορφές 
αυτές, όταν αμφότερες εμφανίζονται συγχρόνως. Η καταστροφή τύπου παραβολικού 
λώρου σχετίζεται με το παρακλινές σημείο διακλάδωσης, μορφές των ισορροπιών του 
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Σχήμα Α2.29. Παρακλινές σημείο διακλάδωσης: Μορφές ισορροπιών του τέλειου συστήματος, που 
επιδεικνύει καταστροφή τύπου παραβολικού λώρου 
Ορισμένες χαρακτηριστικές γραφικές αναπαραστάσεις μερικών στοιχειωδών 
καταστροφών παρουσιάζονται στο πρόγραμμα Καταστροφές.nb του Παραρτήματος. 
(δ) Πέραν των επτά στοιγεκυδών καταστροφών
Ο διακεκριμένος ερευνητής Arnold1181 προσέφερε συστηματική 
κατάταξη και ιδιαίτερη ονοματολογία σε καταστροφές πέραν των επτά στοιχειωδών, 
εκτενής αναφορά επί των οποίων βρίσκεται και στο σύγγραμμα του R. Gilmore120', 
από το οποίο για εποπτικούς και μόνο λόγους παραθέτουμε τον επόμενο Πίνακα, που 
αναφέρεται σε μερικές τέτοιες καταστροφές.
m = 1 m = 2, * = a„ + a,y
Ζ.. x3y + y3 + axy4 ^17 x3y + y“ + axy6
Ζ„ xsy + xy4 + ax2y3 z„ x3y 4- xy6 4- ay9
Ζ, 3 x*y + y6 + axy3 z19 x3y 4- y9 4- axy7
1 = 2 "ίζ x* + y3 + ax2y3 x4 + xy3 + ay7
W.j x* + xy4 + ay6 ^,8 x4 + y7 + ax2y4
En x3 + y7 + axy3 E, 8 x3 + y'° + axy1
Ε» x3 + xy5 + ay* £„ x3 + xy7 + ay*
Ε,* x3 + y* + axy6 &2Q x3 + y* + axy*
Q10 x3 + y* + yz2 + axy3 <2,6 x3 + yz2 4- y7 4- axy3
Qu x3 + y2z + xz3 4- az5 <2, 7 x3 + yz2 + xy3 + ay*
1 = 3 <2,2 x3 + y5 + yz2 + axy4 Cl. x3 + yz2 + y* + axy*
s„ x4 + y2z + xz2 + ax3z S,6 x2z + yz2 + xy4 + ay6
S,2 x2y + y2z 4- xz3 + az3 S„ x2z 4- yz2 + y6 + azy4
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Μεγαλύτερο ενδιαφέρον πάντως παρουσιάζουν τα λεγάμενα συμμετρικά σπέρματα 
καταστροφών (symmetric catastrophe germs)fl91 και οι αναπτύξεις τους, γιατί 
σχετίζονται με πολύπλοκες αλλά άκρως δημοφιλείς τελευταία μορφές καταστροφής 
όπως αυτές του συμβολικού λώρου (symbolic umbilic, Εβ κατά Arnold) και της 
καταστροφής διπλής μορφής αιχμής (double-cusp, Χ9 κατά Arnold) που 
χαρακτηρίζονται αμφότερες από δύο ενεργές συντεταγμένες και περισσότερες των 
δύο παραμέτρους ελέγχου. Η αιχμή δε διπλής μορφής σχετίζεται και με ορισμένα 
προβλήματα λογισμού πλακών, που όπως θα φανεί στη συνέχεια, απασχολούν και το 
περιεχόμενο της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας.
Χαρακτηριστικοί τύποι συμμετρικών συναρτήσεων συνολικού 
δυναμικού για διβάθμια συστήματα (x, y) έχουν ως εξής:
4 4χ +y 6x2y2 + α{χ2 + y2\ = (a + l)^x4 + y4 - 2 3-α 2 2 -—χ 7 1 + a
(ΣΙ)
που για -2 < a <2 ισοδυναμεί με τη συνήθη μορφή χ4 + y4 + αχ"y2 .
m χ6 - y6 - 15χ4y2 + 15χ2y4 + α[χ2 + y2J =
(a + ί)χ6 +{α- l)y6 - (75 - 3α)χ4y2 + (/5 + 3α)χ2y4
που γράφεται υπό συνήθη κανονική μορφή με τρεις παραμέτρους ελέγχου
■ χ6 + y6 +ajx4y2 + a2x2y4 +a3x3y3 (Σ3)
Αν = a2 υφίσταται συμμετρία x <-* y, ενώ αν οι κυβικοί όροι 
μηδενιστούν (δηλ. αν α3=0) τότε μεταπίπτουμε στη συμμετρία τύπου (ΣΙ), 
παρατηρώντας ότι η έκφραση
■ χ6 + y6 + (a + l)x4y2 + (a - l)x2y4 = [x4 + y4 + ax2y2fx2 + φ2) (Σ4)
εμπεριέχει τη συμμετρία του πρώτου παράγοντα της (ΣΙ). Η γενική τέλος ανάπτυξη 
του δυναμικού της καταστροφής μορφής διπλής αιχμής (double cusp) περιλαμβάνει 
(στην πλέον ακραία αναπαράσταση της) τέσσερις όρους ασυμμετρίας και έχει 
συνδιάσταση 6 (παράμετροι ελέγχου), σύμφωνα με την έκφραση:
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ενώ μια μερική, εξ ίσου περίπλοκη ανάπτυξη της καταστροφής αυτής δίδεται από την 
ακόλουθη συνάρτηση δυναμικού:
4 4 2 2 2 2
■ χ +y +αχ y +w,x +w2y
(ε) Η καταστροφή τύποι) aiyuijc: ε/ιΙΙάΟυνσιι
Η καταστροφή τύπου αιχμής (cusp singularity), σε συνέχεια της 
συνοπτικής αναφοράς της §Α2.1.(β).2, αποτελεί την κατά τεκμήριο πλέον 
απαντώμενη στα δομικά συστήματα ενός βαθμού ελευθερίας, και συνδέεται με 
συμμετρικά ως επί το πλείστον διακλαδικά σημεία. Η συγκεκριμένη μορφή 
ανωμαλίας δύναται επιπρόσθετα να συνδεθεί με καταστροφές δύο ενεργών 
συντεταγμένων υψηλότερης τάξης (higher order two-mode singularities)1'3’151, οι 
οποίες συνδέονται με τη δομική ευστάθεια συστημάτων, τα οποία παρουσιάζουν 
διπλή συμμετρία.
Αν εξαιρεθεί η εν λόγω καταστροφή λαμβάνει χώραν μέσω 
σημείου αποκοπής (cut-off point), η οποία οδηγεί στη λεγάμενη λοξή αιχμή (tilted 
cusp: μη εκφυλισμένο σημείο υστέρησης χωρίς συμμετρική μοναδικότητα, κυβικοί 
όροι, ασύμμετρο σημείο διακλάδωσης του τέλειου συστήματος)1231, η καταστροφή 
τύπου αιχμής σχετίζεται με μια ενεργό συντεταγμένη και δύο παραμέτρους ελέγχου 
(codim=2). Στα προβλήματα ελαστικής ευστάθειας οι παράμετροι αυτοί είναι το 
φορτίο λ και η αρχική ατέλεια ε, οπότε η δομικά ευσταθής γενική ανάπτυξη συνδέεται
με την απλούστερη μορφή δυναμικού: V = q4 + λq" + sq . Στον τρισδιάστατο χώρο η
συνάρτηση Μ = - 4qi + 2Xq + ε παριστά την επιφάνεια ισορροπίας, που έχει
τη μορφή διπλής πτύχωσης και η γεωμετρία της οποίας απεικονίζεται στο Σχήμα 
Α2.30, ενώ οι πέντε προεξάρχουσες ιδιότητες της αιχμής, σύμφωνα με τον διάσημο 
μαθηματικό Zeeman161, οι οποίες αναλύονται στη συνέχεια, φαίνονται στο Σχήμα 
Α2.31. Η μορφή δε της καμπύλης του συνολικού δυναμικού Υ(η,λ) σε διάφορα 
χαρακτηριστικά σημεία του λεγάμενου πολλαπλού καταστροφής Μ, παρουσιάζονται 
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• : λιγότερο ευσταθή 
: ευστάθεια 
■ : αστάθεια
Σγήμα Α2.30. Γεωμετρία της επιφάνειας ισορροπίας της καταστροφής τύπου αιχμής.
(Hystrerisis)





Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
Σχήμα Α2.32. Καμπύλες συνολικού δυναμικού για διάφορα χαρακτηριστικά σημεία του πολλαπλού
καταστροφής τύπου διπλής αιχμής.
Οι πέντε ιδιότητες της διπλής αιχμής είναι οι ακόλουθες:
■ (ΛΟμορφικότητα (bi-modality): Με τον όρο αυτό εννοείται ότι το υπό 
εξέταση σύστημα διαθέτει περισσότερα του ενός τοπικά ελάχιστα (δηλαδή ευσταθή 
σημεία ισορροπίας) για κάποιες τιμές των παραμέτρων ελέγχου, δηλαδή για σημεία 
εντός του καμπύλου τριγώνου S1OS2 του Σχήματος Α2.30.
■ Μη προσπελασιμότητα (inaccessibility): Η έννοια αυτή συνδέεται με το 
γεγονός ότι το σύστημα διαθέτει μια ασταθή κατάσταση ισορροπίας, δηλαδή το 
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■ Αιφνίδια άλματα (sudden jumps): Όποτε η συνάρτηση του συνολικού 
δυναμικού V διαθέτει ένα ασταθές σημείο ισορροπίας, λαμβάνουν χώραν αιφνίδια 
(καταστροφικά) άλματα, σε περίπτωση που μικρές αλλαγές στις τιμές των παραμέτρων 
ελέγχου οδηγούν σε μεγάλες αλλαγές στην τιμή της λεγάμενης μεταβλητής κατάστασης 
(state variable), δηλαδή της ενεργού συντεταγμένης. Το φαινόμενο αυτό συμβαίνει 
όταν ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο της V συγχωνεύονται (coalesce) και κατόπιν 
αλληλοεκμηδενίζονται (annihilate) και εξαφανίζονται, δηλαδή όταν το σύστημα 
πραγματοποιεί άλμα από το ένα στο άλλο φύλλο της επιφάνειας ισορροπίας 
συμβαίνει ένα αιφνίδιο άλμα και στην τιμή της ενεργού συντεταγμένης.
■ Απόκλιση (divergence): Το συγκεκριμένο φαινόμενο συμβαίνει όταν μικρές 
διαφοροποιήσεις του δρόμου ισορροπίας μπορούν no pic αιφνίδια άλιιατα να παράγουν 
μεγάλες διαφοροποιήσεις στη τιμή της μεταβλητής κατάστασης, ακόμα και όταν δύο 
τροχιές ξεκινούν και τελειώνουν στα ίδια σημεία ελέγχου. Παραδείγματος χάριν δύο 
γειτονικές τροχιές (μια στα αριστερά και μια στα δεξιά του άξονα λ) που ξεκινούν 
από ένα σημείο εκτός του καμπύλου τριγώνου και τελειώνουν σε ένα σημείο μέσα σε 
αυτό μπορούν να παράγουν ιδιαζόντως διαφορετική συμπεριφορά.
• Υστέρηση (hysterisis): Σγετίζεται με την περίπτωση κατά την οποία μια 
φυσική διεργασία δεν είναι αυστηρά αναστρέψιμη (αμφίδρομη). Το φαινόμενο αυτό 
παρατηρείται όταν το άλμα από το ένα φύλλο της επιφάνειας ισορροπίας στο άλλο 
δεν συμβαίνει για τις ίδιες τιμές των παραμέτρων ελέγχου, όπως αυτές του 
εναλλακτικού άλματος, οπότε η διαφοροποίηση της τιμής της μεταβλητής 
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ΚΕΦ AA AI OB': ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΣΤΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ
ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΕΝΟΣ ΛΙΒΑΘΜΙΟΥ 
ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΑΤΟΣ ΑΥΓΙΣΜΟΥ 
ΟΡΘΟΤΡΟΠΗΣ ΠΑΑΚΑΣ
Β.1. ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ
Β.1.1. Γενική περιγραφή του προβλήματος
Αντικείμενο της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας αποτελεί η 
πλήρης μη γραμμική στατική ανάλυση σε ευστάθεια ενός δύο βαθμών ελευθερίας 
συντηρητικού συστήματος, το οποίο έχει διεθνώς αναγνωριστεί - και ως κάποιο 
βαθμό ερευνηθεί - ως προσομοίωμα για τη μελέτη συζευγμένων και μη 
διακλαδώσεων, που εμφανίζονται κατά τον λυγισμό ορθότροπων ορθογωνικών 
πλακών^2'5’11'. Με βάση το θεωρητικό υπόβαθρο του Κεφαλαίου Α' και χρήση 
συμβολικών μαθηματικών η όλη ανάλυση εστιάζεται στη μελέτη δευτερευουσών 
διακλαδώσεων, οι οποίες πιθανόν να εμφανιστούν σε απομακρυσμένες 
μετακρίσιμες περιοχές του συστήματος, με αποτέλεσμα την συνεχή εναλλαγή της 
όλης μεταλυγισμικής συμπεριφοράς αυτού. Κατ’ αρχήν αναλύεται διεξοδικά, με 
βάση τη Θεωρία των Διακλαδώσεων, η απόκριση του τέλειου συστήματος, τόσον με 
χρήση των ακριβών μη γραμμικών εξισώσεων ισορροπίας, όσον και με χρήση των 
αντίστοιχων προσεγγιστικών, οι οποίες προκύπτουν μέσω αναπτύγματος κατά Taylor 
του συνολικού δυναμικού. Στη συνέχεια προσδιορίζονται οι συνθήκες εκείνες, για τις 
οποίες υφίστανται συζευγμένες μετακρίσιμες διακλαδώσεις και κατόπιν αναλύεται το 
αντίστοιχο ατελές σύστημα, όπου αποκαλύπτεται μια πληθώρα νέων μη γραμμικών 
φαινομένων, η ερμηνεία των οποίων γίνεται μέσω της Θεωρίας των Καταστροφών. 
Τούτο καθίσταται εφικτό μέσω πλήρους ανάλυσης και κατάταξης της συνάρτησης 
του συνολικού δυναμικού του προσομοιώματος, όπως αυτό προκύπτει από την 
προηγηθείσα προσεγγιστική ανάλυση του (τέλειου και ατελούς) συστήματος, σε 
υψηλότερης τάξης ανωμαλίες δύο μορφών (higher order two-mode singularities), οι 
οποίες αναλύονται γραφικά μέσω ειδικού λογισμικού. Τα νέα ευρήματα και 
συμπεράσματα της εργασίας παρουσιάζονται με σαφήνεια στο τέλος του παρόντος 
Κεφαλαίου, όπου τίθενται στόχοι για περαιτέρω έρευνα (στα πλαίσια μη γραμμικής 
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B.I.2. Μη γραμμική στατική ανάλυση ευστάθειας του προσομοηόματος
Θεωρούμε το διβάθμιο (εν γένει ατελές) προσομοίωμα του Σχήματος 
Β 1.1, το οποίο αποτελείται από τρεις αβαρείς ράβδους του ιδίου μήκους I, οι οποίες 
συνδέονται μεταξύ τους με αρθριόσεις στα σημεία 1 και 2. Το άκρο Β στηρίζεται σε 
ανυποχώρητη άρθρωση, ενώ το άκρο Α κυλιέται ελεύθερα επί οριζοντίου επιπέδου. 
Στις θέσεις των συνδέσμων των ράβδων (αρθρώσεις 1 και 2) το μοντέλο φέρει 
γραμμικά στροφικά ελατήρια δυσκαμψίας c, ενώ τα σημεία αυτά καθώς και το μέσο 
της ράβδου 12 συνδέονται με κατακόρυφα εκτατικά ελατήρια με δυσκαμψία ίση με k 
και 2k αντίστοιχα, τα κάτω άκρα των οποίων κυλίονται επίσης ελεύθερα οριζόντια. 
Τα ελατήρια αυτά σχετίζονται με κυβικού τύπου μη γραμμικότητα ελικοειδούς 
μορφής, δηλαδή οι δυνάμεις που αναπτύσσονται σε αυτά, όταν παραμορφώνονται 
κατά δ, ισούνται με:
Σχήμα Β1.1. Αρχικά ατελές διβάθμιο προσομοίωμα στην αρχική θέση ισορροπίας.
F, 2 = k<5j2 , F3 = 2kd3 (Β 1.1)
όπου ο δείκτης αντιστοιχεί στη αρίθμηση εκάστου των ελατηρίων.
Στην απεικονιζόμενη στο παραπάνω Σχήμα αρχική θέση ισορροπίας, 
η οποία χαρακτηρίζεται από τις αρχικές παραμορφώσεις Wu = ΕΙ και W2i = Ε2 , όλα 
τα ελατήρια του συστήματος θεωρούνται ευρισκόμενα υπό μηδενική ένταση.
Αν στο άκρο Α επενεργήσει μια οριζόντια θλιπτική δύναμη Ρ, το 
σύστημα θεωρείται ότι ισορροπεί σε μια νέα θέση, η οποία χαρακτηρίζεται από τις 
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του συστήματος, σύμφωνα με τη γεωμετρία και σύμβαση προσήμων του Σχήματος 
Β1.2, στο οποίο απεικονίζεται το παραμορφωμένο πλέον μοντέλο.
Σχήμα Β1.2. Γεωμετρία και σύμβαση πρόσημων του παραμορφωμένου μοντέλου.
Μετά την εισαγωγή των ακόλουθων αδιάστατων παραμέτρων
wj = W, / ί , w2 =W2/l , ej - W,j /1 , e2 = W2i /l , λ = ^ , = (B1.2)
(με γεωμετρικά όρια | wi , W2 , e ι , e 2 \ < 0 ) και σε συνδυασμό με τη μη 
γραμμικότητα των ελατηρίων, όπως περιγράφεται στη σχέση (Β 1.1), προκύπτουν οι 
εκφράσεις της αδιάστατης ενέργειας παραμόρφωσης αυτών, οι οποίες έχουν ως εξής:
Ενέργεια παραμόρφωσης των μη γραμμικών εκτατικών ελατηρίων Uk
uk=~2
(ιν,-ε,Υ +2
Ενέργεια παραμόρφωσης των στροφικών ελατηρίων Uc
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•92 = (arcsin( w2 ) - arcsin(e2 ))+ (arcsin( w2 -wt)- arcsin(e2 - e, j) (B1.5 β)
Αντίστοιχα, το αδιάστατο έργο των εξωτερικών δυνάμεων, δηλαδή της Ρ, λαμβάνει 
την ακόλουθη μορφή:
Ω = -λ\ 4
yjl ~ e] + -ij 1 — (e2 - ej)" + yj 1 —




όπου η τιμή στην παρένθεση αντιπροσωπεύει την αδιαστατοποιημένη οριζόντια 
μετακίνηση uΑ.
Κατά συνέπεια η ακριβής έκφραση του συνολικού δυναμικού VT exact του ατελούς 
συστήματος, στη πιο γενική (αδιάστατη) μορφή του θα ισούται με:
VT,exact = Uk +υε+Ω (Β 1.7)
η οποία κατόπιν αντικατάστασης των εκφράσεων των Uk ,UC ,Ω, που δίδονται 
παραπάνω, γράφεται ως
βΤ .exact
{e, -w,)4 + (e2 - w2)4 +Ue, +e2-w,-w2)4 -
' ]l-e] +yj l-(e,-e2)2 +V1-4-'
yyjl-W2 11 - (\Vj - w2 )2 - \j 1 — w2 ^
λ +
β
(arcsin[eI ] + arcsin[et - e2] - arcsirt[Wj ] - arcsin[wI - w2])2 + '
(arcs in [ et - e2J - arcs in [ e2 ] - arcs in [\Vj -w2] + arcsin[ w2])2
(B1.8)
Στη συνέχεια εκτελούμε μετασχηματισμό των συντεταγμένων, έτσι ώστε να υπάρχει 
δυνατότητα άμεσης περιγραφής και εποπτείας της συμμετρικής και της 
αντισυμμετρικής παραμόρφωσης του συστήματος, ο οποίος έχει ως εξής:
W] + w2
. W = > a
Wj - w2
2 2 
οπότε προφανώς θα ισχύει ότι 
e, + e2
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Εφαρμόζοντας τον ως άνω μετασχηματισμό στην έκφραση του συνολικού δυναμικού 
της (Β1.9) λαμβάνουμε την αντίστοιχη έκφραση στο νέο σύστημα συντεταγμένων, η 
οποία είναι η ακόλουθη:
2(es ~ w* Υ + (ea + es-wa- ιν, Υ + (ea -es-wa + ιν, Y
ytransf _ j_
T .exact
Vl-4e2a +■h~(ea~es)~ l~(ea +es)2 ~
l-4w2a- yi-(wa- IV,)2 - Jl-(wa + ws)2 j
2 +
β
(iarcsin[2ea ] + arcsin[ea - es] - arcsin[2wa] - arcsin[wa - wsj)~ + '
(iarcsin[ ea +es] + arcs in [ 2ea ] - arcsin[wa + ws J - arcsin[2wa ] )“
(B 1.11)
(a) Τέλειο σύστημα - προσκννιστική ανάλυση
Εξετάζεται κατ’ αρχήν η μη γραμμική στατική συμπεριφορά 
σε ευστάθεια του τέλειου (διακλαδικού) συστήματος προσεγγιστικά. Προς τούτο 
στην έκφραση της αδιάστατης ενέργειας παραμόρφωσης λόγω των στροφικών 
ελατηρίων Uc αλλά και στην έκφραση του έργου των εξωτερικών δυνάμεων Ω των
σχέσεων (Β 1.4)-(Β 1.6) αντικαθίστανται οι αντίστροφοι τριγωνομετρικοί αριθμοί και 
τα ριζικά με τα αναπτύγματα τους κατά Taylor μέχρι και όρων 4'ls τάξης για τις 
γενικευμένες συντεταγμένες και μέχρι και όρων 2ης τάξης για τις αρχικές 
παραμορφώσεις. Τούτο επιτυγχάνεται με χρήση συμβολικών μαθηματικών1"1 
(πρόγραμμα Generall.nb του Παραρτήματος στο τέλος της εργασίας), και προκύπτει 
η ακόλουθη προσεγγιστική έκφραση για τη συνάρτηση του συνολικού δυναμικού του 
ατελούς συστήματος:







2ej + e2 +2vVy H-------- 1-----------------
6 6
w, +
e, - 2e2 -w,+ 2w2 h—— +
W2 (- Wj + w2)4 V
β + (Β 1.12)
J J
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Ο μετασχηματισμός τιυν συντεταγμένων των (Β1.9) και (Β1.10) έχει σαν αποτέλεσμα 




2ies-ws)4 +k +es ~wa -ws)4 +{ea-es-wa+ws)4 +
18e2 + 2e) - 6eawa(ό + 3w2 + w2)-1e,ws (ό + 3w2 + w))+ 
l(6 + 3v :+w;)>w;+w;)
| (l 2e2a + 4e; - (3w2a + w;) (4 + w2 + w; ))*
β + (Β 1.13)
η οποία για το τέλειο σύστημα γράφεται τελικά ως
τ r transf ,ρ _
ν Τ, appr
(νν -w,)4 + 2w4 + (w + w )4 + 
l~ (6 + 3 w2a + w2s)' (9 w2 + w; )β -
18
1
- (3 Wl + W* ) (4 + 3 W2 + W2 )λ
(B1.14)
Οι εξισώσεις ισορροπίας προκύπτουν άμεσα και δίδονται από τις σχέσεις
8Vi7pprP =lw Γ21wJ + 2w2 (36 + 24β + 5w2J- 9λ)+ 
dws 6 ' [w2 (48 + (δ + w2 )β -6λ + 12{β - λ))
(Β 1.15α)
και
ρ,ν transf ,ρ 
uy T.appr
dwa
27Waf5 + Wsa(4 + (36 + 7 ιν2 )β - 9λ)-
w. 18β + ?^- + \ν2{ΐ2 + 8β-3λ)-6λ 
6
= 0 (Β 1.15β)
ενώ οι εκφράσεις των ελασσονών οριζουσών του μητροιου ευστάθειας φαίνονται στη 
λίστα του προγράμματος Generali,nb.
Πέραν της τετριμμένης λύσης ws - νν0 = 0, η οποία αποτελεί
πάντοτε συμβατή παραμορφωσιακή κατάσταση του συστήματος \/λ>0, η επίλυση 
των εξισώσεων ισορροπίας οδηγεί σε τρεις διακριτές μορφές παραμόρφωσης, οι 
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Πρώτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (συμμετρική 
παραμόρφωση): ws Φ 0,wa =0
Στην περίπτωση αυτή η 2η των εξισώσεων ισορροπίας 
εκφυλίζεται, ενώ η Γ1 σχετίζεται με την ακόλουθη αναλυτική λύση, που αποτελεί τον 











Ο δευτερεύων αυτός δρόμος ισορροπίας τέμνει τον τετριμμένο στο σημείο 
διακλάδωσης Ci, που αντιστοιχεί στο πρώτο κρίσιμο φορτίο
λΊΤ=^\,.0=β (Β1.17)
Πρόκειται για ευσταθές συμμετρικό σημείο διακλάδωσης, το οποίο προκύπτει 
εύκολα μέσω διερεύνησης της ευστάθειας του με χρήση συμβολικών μαθηματικών 
(Προγράμματα Ευστάθεια - Προσεγγιστικά - Συμβολικά.ιώ και Ευστάθεια κρίσιμων 
σημείων - προσεγγιστικά.nb του Παραρτήματος). Ο τετριμμένος δρόμος ισορροπίας 
είναι μέχρι το σημείο C/ ευσταθής (δηλαδή για λ < β), ενώ πέραν αυτού καθίσταται 
ασταθής (για λ > β).
■ Δεύτερος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 
(αντισυμμετρική παραμόρφωση): ws =0,wa φΟ
Αντίστοιχα, εκφυλίζεται στη περίπτωση αυτή η 1η των 
εξισο'ισεων ισορροπίας, ενώ η 2'1 οδηγεί στην ακόλουθη επίσης αναλυτική λύση, η 









Ο εν λόγω δρόμος τέμνει τον (ασταθή πλέον) τετριμμένο δρόμο ισορροπίας στο 
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Πρόκειται περί ασταθούς συμμετρικού σημείου διακλάδωσης, η ευστάθεια του 
οποίου προκύπτει με χρήση συμβολικοιν μαθηματικοιν ως άνιο. Η ύπαρξη δύο 
κρίσιμων σημείων επί του τετριμμένου δρόμου ισορροπίας επαληθεύεται μέσω 
ταυτόχρονου μηδενισμού των εξισώσεων ισορροπίας και των οριζουσών ευστάθειας 
{Generali .nb).
■ Τρίτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (γενική 
παραμόρφωση): ws φΟ, \να φΟ
Τα σημεία του δρόμου ισορροπίας αυτού προκύπτουν από 
ταυτόχρονη αριθμητική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας (Β1.15α,β), από την 
οποία προκύπτει συμβολικά η ακόλουθη σχέση μεταξύ φορτίου και παραμορφώσεων, 
η οποία είναι ανεξάρτητη του παράγοντα β\
2(8 + 12w2a+ Η·ή 2(-18+l7w2a+w4a) 
se" 2 + 3w2a + w2 6*3«l+w2,
(B1.20)
Ο τρίτος αυτός δευτερεύων δρόμος ισορροπίας διερευνάται 
στη συνέχεια υπό ποιες συνθήκες τέμνει τον 1 ° και 2° δευτερεύοντα δρόμο, τούτο δε 
επιτυγχάνεται εκ νέου μέσω συμβολικών μαθηματικών (προγράμματα Searchl.nb, 
Search2.nb και limit of beta, nb) και προκύπτει ότι για να τέμνονται ο 1ος και ο 2ος 
με τον 3° δευτερεύοντα δρόμο, θα πρέπει (εντός των φυσικά αποδεκτών ορίων 
των παραμορφώσεων, δηλαδή για -1 <ws < 1 , - 0.5 < wa < 0.5) να ισχύει ότι 
β <0.526748971. Ενδιαφερόρενοι ακριβώς via ιιια τέτοια περίπτωση, επιλέγεται η 
τιμή β=0.1(), και αναλύεται στη συνέγεια το σύστιηια για την τιμή αυτή.
Για την τιμή αυτή του β, επιλύνοντας αριθμητικά 
ταυτόχρονα τις εξισώσεις ισορροπίας (solving approximate perfect.nb), αλλά και 
μέσο} μηδενισμού των οριζουσών ευστάθειας (b one.nb) βρίσκεται ότι ο τρίτος 
δευτερεύων δρόμος ισορροπίας τέμνει τον 1° δευτερεύοντα δρόμο στα κρίσιμα
διακλαδικά σημεία C3 και C3, όπου ισχύει ότι






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
και τον 2° δευτερεύοντα δρόμο στα κρίσιμα διακλαδικά σημεία C4 και C4 , όπου 
ισχύει ότι
C4,C4 : == wa =±0.197423, λ = 0.330395 (Β1.22)
Από πλευράς ευστάθειας των σημείων ισορροπίας του 3ου 
δευτερεύοντα δρόμου, διαπιστιόνεται ότι αυτός είναι συνολικά ασταθής, τα δε
κρίσιμα σημεία C3, C3, C4 , C4 είναι συμμετρικά ασταθή σημεία διακλάδωσης. Η 
παρουσία τους επηρεάζει την ευστάθεια του 1ου και 2ου δευτερεύοντα δρόμου, 
καθόσον ο /"' δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ευσταθής από το C7 μέχρι τα
C3, C3 συμμετρικά, καθιστάμενος πέραν αυτών ασταθής, ενώ αντίθετα ο 2"?
δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ασταθής από το C? μέχρι τα C4, C4 
συμμετρικά, καθιστάμενος πέραν αυτών ευσταθής. Τέλος η παρουσία του 
συμμετρικού ασταθούς σημείου διακλάδωσης C2 επί του τετριμμένου δρόμου δεν 
επηρεάζει την ευστάθεια του, καθόσον αυτός παραμένει ασταθής. Οι δρόμοι ισορ­
ροπίας του τέλειου συστήματος για β=0.10 καθώς και η ευστάθεια αυτών αλλά και 
των σημείων διακλάδωσης απεικονίζονται εποπτικά στο τρισδιάστατο διάγραμμα του 
Σχήματος Β1.3, το οποίο παρατίθεται στην επόμενη σελίδα.
Υφίστανται συνεπώς για το τέλειο σύστημα δευτερεύουσες 
διακλαδώσεις σε απομακρυσμένες μετακρίσιμες περιοχές, οι οποίες μεταβάλλουν 
δραματικά τόσο την ευστάθεια όσο και τον τρόπο παραμόρφωσης αυτού από 
συμμετρική σε αντισυμμετρική και αντίστροφα, φαινόμενο μεγάλης σημασίας και 
ενδιαφέροντος, ιδία για την πραγματική κατασκευή (ορθρότροπη πλάκα) την οποία 
το σύστημα αυτό προσομοιάζει. Όντως στη διεθνή 
βιβλιογραφία1 ΙΙ 24] καταγράφονται δρόμοι ισορ­
ροπίας ελαστικού λυγισμού λεπτών πλακών 
όμοιοι με αυτούς του Σχήματος Β1.3, οι οποίοι 
προέκυψαν μέσω ανάλυσης με χρήση των 
εξισώσεων von Karman (διπλανό σχήμα), γεγονός 
που υποδηλιόνει τόσο την επιτυχή προσομοίωση 
όσο και την ακρίβεια της διακλαδικής ανάλυσης 
που προηγήθηκε.
Λ. Αργοροπούλου
Ε. Ευαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδου
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-------------------------- : ευσταθής δρόμος ισορροπίας
-------------------------- ; ασταθής δρόμος ισορροπίας
-------------------------- : προβολή δρόμου ισορροπίας
ο : σημείο διακλάδωσης 
• : προβολή σημείου διακλάδωσης
Σχήμα Β1.3. Δρόμοι ισορροπίας του τέλειου συστήματος στο χώρο και προβολές τους, για β=0.10,
προϊόντα προσεγγιστικής ανάλυσης*.
* Παρόμοιοι δρόμοι ισορροπίας έχουν επίσης καταγραφεί στη διεθνή βιβλιογραφία για το απλό 
ελαστικό σύστημα μιας αμφιέρειστης ράβδου, η οποία εδράζεται πάνω σε ελαστική θεμελίωση 
(G. W.Hunt and P.R.Everall, Arnold tongues and mode-jumping in the supercritical post-buckling of 
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(β) Τέλειο σύστημα - ακριβής ανάλυσα
Χρησιμοποιώντας την ακριβή έκφραση του συνολικού 
δυναμικού του ατελούς συστήματος, μετά το μετασχηματισμό των συντεταγμένων, 




W1 +^WaWs + 2wt +
(- 3 + 1 - 4w2 + 1 - (wa -ws)2 + -^j 1 - (wa + ws)“ ) λ + 
β (arcsin[2waJ)2 + β arcsin[2wa](arcsin[wa -ws] + arcsin[wu + ws ]) +
i
~2
β {(arcs in[ wa -ws])2 + (arcs in [wa
(B1.23)
οπότε οι ακριβείς πλέον εξισώσεις ισορροπίας (πρόγραμμα General2.nb, όπου επίσης 






(wa - wv )λ - β{α^ΐη[2wa] + arcsin[ wa -ws ])
Vl-{wa-wsY




\4wa(3wc, + 2w2 )+













Ακολουθώντας διαδικασία παρόμοια με αυτή που εφαρμόστηκε για τη διακλαδική 
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και εδώ συμβατή μορφή παραμόρφωσης για κάθε τιμή του φορτίου λ) διακρίνουμε τις 
εξής κατ’ αναλογία με τα προηγούμενα περιπτώσεις:
■ Πρώτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (συμμετρική 
παραμόρφωση): ws Φ 0, wa =0
Ο 1'κ δευτερεύων δρόμος ισορροπίας, σχετιζόμενος με 









Η συνάρτηση λi(ws) παρουσιάζει ασυνέχεια για ws=0, οπότε δεν υφίσταται 
ουσιαστικά σημείο τομής του συγκεκριμένου δρόμου με τον τετριμμένο. Πλην όμως, 
το όριο της συνάρτησης αυτής για ws —» 0 βρίσκεται ίσο με
2 exact 
Acrl lim( = β
ws—>0
(Β1.26)
που αντιστοιχεί στο κρίσιμο σημείο ισορροπίας Cι της προσεγγιστικής ανάλυσης του 
τέλειου συστήματος.
■ Δεύτερος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 
(αντισυμμετρική παραμόρφωση): ιν5 =0,wa φΟ
από τη συνάρτηση







~3 ™2a (- 2^1-4w2a (- 1 + w2a)+ φ-w; (-1 + 4w2))+ 
P(arcsin[ \va ] + arcs in [ 2waj)
(B1.27)
η οποία επίσης παρουσιάζει ασυνέχεια για \να = 0 και κατ’ ουσία δεν τέμνει τον 
τετριμμένο δρόμο ισορροπίας. Το όριο της όμως για wa —> 0 είναι το δεύτερο 
κρίσιμο σημείο ισορροπίας C2, αφού ισχύει ότι
1 exact 
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Οι συναρτήσεις λ,( ws; β) και λ2( wa;β) χρήζουν ιδιαίτερης διερεύνησης, η οποία
πραγματοποιείται μέσω συμβολικών μαθηματικών και στοιχείων της θεωρίας των 
πεπλεγμένων συναρτήσεων. Τα αποτελέσματα της πλήρους παραμετρικής 
διερεύνησης των δύο αυτών δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας φαίνονται στα 
προγράμματα Αιερεύνηση 1ου ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb και 
Αιερεύνηση 2ου ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb του Παραρτήματος, 
όπου διαπιστώνεται ότι οι συναρτήσεις αυτές, ανάλογα με την τιμή του β δυνατόν να 
παρουσιάσουν και τοπικά μέγιστα - οριακά σημεία. Πιο συγκεκριμένα βρέθηκε ότι ο 
1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (συνάρτηση με ασυνέχεια στη θέση λ=β και 
συμμετρική ως προς λ) διαθέτει για β < β] =4.69088 και δύο τοπικά μέγιστα (οριακά 
σημεία), ενώ για β > βι είναι μονοτονικά αύξουσα, παρουσιάζει δε για β = β) σημείο 
καμπής. Αντίστοιχα, ο 2°’ δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (συνάρτηση με ασυνέχεια 
στη θέση λ=3β και συμμετρική ως προς λ) διαθέτει για β < β2 - 0.126161 και δύο 
τοπικά μέγιστα (οριακά σημεία), ενώ για β > β2 είναι μονοτονικά αύξουσα, 
παρουσιάζει δε για β = β2 σημείο καμπής. Για λόγους σύγκρισης με τα 
αποτελέσματα της προσεγγιστικής ανάλυσης που προηγήθηκε, αλλά και για να 
καλυφθεί και η περίπτωση ύπαρξης και οριακών σημείων στους δύο πρώτους 
δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας επιλέγεται εκ νέου η τιμή β=0.10.
Για την τιμή αυτή της παραμέτρου β, σύμφωνα με το 
πρόγραμμα b one exact.nb, ο 1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει, πέραν 
της ασυνέχειας-ανωμαλίας στο σημείο νν5 = Ο,λ = β = 0.10, δύο οριακά σημεία Sj
και S/ για ιν5 = ±0.818986,λ = 1.65669 , ενώ ο 2ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 
παρουσιάζει αντίστοιχα, πέραν της ασυνέχειας-ανωμαλίας στο σημείο 
wa = Ο,λ = 3β = 0.30, επίσης δύο οριακά σημεία S2 και S2 για ννα = ±0.480114, 
λ - 0.428062. Ο πρώτος και δεύτερος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του τέλειου 
συστήματος για β=0.10, τόσον προϊόν της προσεγγιστικής όσον και της ακριβούς 
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■ Τρίτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (γενική 
παραμόρφωση): ws Φ 0, wa φΟ
Τα σημεία του 3,η> αυτού δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας προκύπτουν από την 
αριθμητική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας των σχέσεων (Β1.24α,β). Η πλήρης 
παραμετρική διερεύνηση των συνθηκιον εκείνων, υπό τις οποίες ο δρόμος αυτός 
τέμνει τον 1° και 2° δευτερεύοντα, καταγράφεται στα προγράμματα search3.nb, 
search3b.nb, search3c.nb και search3d.nb. Σύμφωνα με τη διερεύνηση αυτή, και 
εντός των φυσικά αποδεκτών ορίων παραμόρφωσης του συστήματος 
-1<ws<1 , -0.5 < wa < 0.5, για να τέμνονται ο 3ος δευτερεύων δρόμος τόσο με 
τον 1° όσο και με τον 2° θα πρέπει να ισχύει β <0.42815. Κατά συνέπεια η 
επιλογή της τιμής της παραμέτρου β=0.10 καλύπτει και τη συγκεκριμένη περίπτωση. 
Για την εν λόγω τιμή του β υπολογίζονται αριθμητικά τα σημεία του 3ου 
δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, ο οποίος τέμνει τον 1° δευτερεύοντα δρόμο στα
κρίσιμα σημεία C3,C3, που αντιστοιχούν σε ws = ±0.321205, wa = 0,λ = 0.492627
και τον δεύτερο δευτερεύοντα δρόμο στα κρίσιμα σημεία C4,C4, τα οποία 
αντιστοιχούν σε ws = 0,wa = ±0.197611,λ = 0.33060997 . Παρατηρούμε συνεπώς
ότι τα εν λόγω κρίσιμα σημεία πρακτικά ταυτίζονται με τα αντίστοιχα της 
προσεγγιστικής ανάλυσης, επιπρόσθετα δε, όπως προκύπτει από τα προγράμματα 
Ευστάθεια - ακριβώς - συμβολικά.ηb και Ευστάθεια κρίσιμων σημείων-ακριβώς.ηά, 
ισχύει από πλευράς ευστάθειας των σημείων ισορροπίας όλων των δρόμων και από 
πλευράς είδους και ευστάθειας κρίσιμων σημείων ακριβώς ότι βρέθηκε στην 
προσεγγιστική ανάλυση του τέλειου συστήματος. Μοναδική φυσικά διαφοροποίηση 
αποτελεί η ύπαρξη στον μεν πρώτο δευτερεύοντα δρόμο των οριακών σημείων Si,Si', 
τα οποία αντιστοιχούν σε w5 = ±0.818986, wa = 0, λ = 1.65669 , στον δε δεύτερο
δευτερεύοντα των οριακών σημείων SYSV, τα οποία αντιστοιχούν σε ws = 0, 
wa = ±0.480114, λ - 0.428062 . Η παρουσία των Si,Si 'στον 1° δευτερεύοντα δρόμο
ισορροπίας δεν αλλάζει την ευστάθεια του πέραν των Cj.CjYo δρόμος παραμένει 
ασταθής), ενώ αντίθετα πέραν των S3,S2' ο δεύτερος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 
καθίσταται ασταθής. Σημειωτέον ότι αμφότερα τα ζεύγη των οριακοδν σημείων των 
δύο πρώτων δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας εμφανίζονται για τιμές των 
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ουσιαστικά επηρεάζουν ελάχιστα την μεταλυγισμική διακλαδική συμπεριφορά του 
συστήματος. Οι δρόμοι ισορροπίας του τέλειου συστήματος για β=0.10} προϊόν 
πλέον ακριβούς ανάλυσης, καθώς και η ευστάθεια αυτών αλλά και όλων των 
κρίσιμων σημείων (οριακοδν και διακλάδωσης) απεικονίζονται εποπτικά στο 
τρισδιάστατο διάγραμμα του Σχήματος Β1.4.
: ευσταθής δρόμος ισορροπίας 
; ασταθής δρόμος ισορροπίας 
; προβολή δρόμου ισορροπίας
ο : σημείο διακλάδωσης
; προβολές κρίσιμων σημείων
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(y) Ατελές σύστημα - προσεγγιστικη ανάλυσα
Με σκοπό την αποφυγή ασυνεχειών, οι οποίες
παρουσιάζονται στους δρόμους ισορροπίας, όπως αυτοί προκύπτουν από την ακριβή 
ανάλυση του τέλειου συστήματος, αλλά κύρια λόγω του γεγονότος ότι η 
προσεγγιστική ανάλυση είναι εξαιρετικά ακριβής και άκρως αντιπροσωπευτική της 
όλης προ- και μεταλυγισμικής συμπεριφοράς αυτού, στη συνέχεια η μη γραμμική 
ανάλυση στατικής ευστάθειας του ατελούς συστήματος θα βασιστεί στην 
προσεγγιστική έκφραση της συνάρτησης του συνολικού δυναμικού που δόθηκε ήδη 
στην σχέση (Β 1.13).
συμπεριφορά του ατελούς συστήματος βρίσκονται συμβολικά (General3.nb) και 
έχουν ως εξής:
Κατά συνέπεια, οι εξισώσεις ισορροπίας που διέπουν τη
~8k ->03 ~4k +es~wsY +4k -e, - w0 + vvs f -
))]-=o
(Β1.29α,β)
6ννα (2 + 3w2a + ιφ ]λ
1. Συιαιετρική αργική ατέλεια βφ(),εη=0
Για συμμετρική αρχική ατέλεια παραπάνω οι εξισώσεις
ισορροπίας λαμβάνουν την μορφή:
1/2 (- 8 ( es - ws)3 - 4 (ea - wa - ws)3 - 4 (es + wa- ws)3-
1/3 ( 6 es ( 2 + wa2 + ws2) - ws ( 6 + 3 wa2 + ws2) ( 2 + 7 wa2 + ws2 ))β-
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1/2 (-4 (es- wa- ws)3 + 4 ( es + wa - ws)3 +
wa ( 36 + 27 wa4 - 4 es ws + 16 ws2 + (5 ws4 / 3) + 2 wa2 ( 36 + 7 ws2 ) ) β - 
6 wa ( 2 + 3 wa2 + ws2) λ) = 0
(Β1.30β)
Οι ανωτέρω εξισώσεις επιδέχονται δύο είδη λύσεων. Το 
ένα σχετίζεται με μηδενική αντισυμμετρική παραμόρφωση και οδηγεί στην ακόλουθη 
αναλυτική έκφραση
6 ws y 2 + w]
wa =0
(B1.31)
ενώ το άλλο, που προκύπτει μόνον αριθμητικά, σχετίζεται με μη μηδενικές τιμές και 
των δύο γενικευμένων συντεταγμένων.
Η εξίσωση (Β 1.31) ουσιαστικά περιγράφει τον κύριο 
αλλά και τον συμπληρωματικό (φυσικά μη αποδεκτό) δρόμο ισορροπίας του 
ατελούς συστήματος, οι οποίοι σχετίζονται μόνο με συμμετρική παραμόρφωση και 
αποτελούν διαταραχή του τετριμμένου και του 1ου δευτερεύοντα δρόμου
ισορροπίας του τέλειου συστήματος. Τούτο καθόσον η συνάρτηση A‘jnp(ws), για
σταθερή τιμή της παραμέτρου β, που στο εξής θα ληφθεί ίση με β~0.10 (προκειμένου 
να υπάρξει αντιπροσωπευτική και συγκριτική μελέτη των διαταραγμένων πλέον 
διακλαδώσεων), για μεν ομόσημα es,ws εκκινεί από το σημείο που περιγράφει την
αρχική ατέλεια ws=es,A-0 και είναι μονοτονικά αύξουσα, για δε ετερόσημα
es, ws περιγράφει συμπλη­
ρωματικό (φυσικά μη 
αποδεκτό) δρόμο ισορροπίας, 
όπως ενδεικτικά φαίνεται στο 
διπλανό διάγραμμα, όπου 
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ροπίας του τέλειου συστήματος. Ο συμπληροψατικός δρόμος ισορροπίας 
παρουσιάζει οριακό σημείο, το οποίο δύναται να προσδιοριστεί - καθώς και τα 
υπόλοιπα, εφόσον υπάρχουν, κρίσιμα σημεία τόσον του φυσικού όσον και του 
συμπληρωματικού δρόμου - μηδενίζοντας τις ελάσσονες ορίζουσες ευστάθειας, 
σύμφωνα με τα προγράμματα GeneraB.nb, imperfl.nb, imperf2.nb, imperfll.nb, imp 
quest.nb και fully imperfect critical points.nb. Η ευστάθεια όλων των σημείων 
ισορροπίας (κρίσιμων και μη) μελετάται μέσω συμβολικών μαθηματικών με τα 
προγράμματα Ευστάθεια ατελούς προσεγγιστικά συμβολικά, nb και Ευστάθεια κρίσιμων 
σημείων - προσεγγιστικά imp.nb.
Με σκοπό τη διερεύνηση των διαταραχών των 
διακλαδώσεων, επιλέγεται μια μεγάλη γκάμα τιμών της συμμετρικής αρχικής 
ατέλειας ±0.001 < es <±0.50 και υπολογίζονται όλα τα κρίσιμα σημεία που
υφίστανται σε όλους τους δρόμους ισορροπίας. Μετά από πλήρη παραμετρική 
ανάλυση βρέθηκε ότι από τα ανωτέρω εκτεθέντα προκύπτει πως η εισαγωγή της 
διαταραχής (της συμμετρικής αρχικής ατέλειας es) οδηγεί σε μερική διάσπαση της
συμμετρίας. Πιο συγκεκριμένα το συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης C/ 
μεταπίπτει στο οριακό σημείο S1 του συμπληρωματικού δρόμου του ατελούς 
συστήματος, και το σύστημα εμφανίζει μια ανεξάρτητη καταστροφή τύπου διπλής 
αιχμής, η οποία λαμβάνει χώραν για οποιαδήποτε τιμή του es.
Πέραν του φαινομένου αυτού, το συμμετρικό ασταθές 
σημείο διακλάδωσης C3 του τέλειου συστήματος (επί του 1ου δευτερεύοντα δρόμου
ισορροπίας) γεννά το επίσης συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης C'"'p, επί
του μονοτονικά αύξοντα κύριου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος, 
διαχωρίζοντας αυτόν από πλευράς ευστάθειας με τον ίδιο τρόπο που το C3 
διαχωρίζει τον 1ου δευτερεύοντα του τέλειου συστήματος, δηλαδή από την αρχική 
θέση ισορροπίας μέχρι το C""p, ο κύριος δρόμος είναι ευσταθής και μετά 
καθίσταται ασταθής.
Εκ νέου συνεποός παρατηρείται το φαινόμενο 
καταστροφής τύπου διπλής αιχμής εκ του C3, η οποία όμως δεν είναι ανεξάρτητη, 
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των διακλαδικών σημείων C3 και02. Πράγματι, για μικρές τιμές του es, ο 
συμπληρωματικός δρόμος ισορροπίας του ατελούς συστήματος, παρουσιάζει εκτός 
του οριακού σημείου, δύο συμμετρικά ασταθή διακλαδικά σημεία C'”"r και C""p,
τα οποία γεννώνται από την διαταραχή των επίσης ασταθών συμμετρικών 
σημείων διακλάδωσης C3 και C2 του 1°" δευτερεύοντα και του τετριμμένου 
δρόμου ισορροπίας του τέλειου συστήματος αντίστοιχα. Καθώς η τιμή του 
αυξάνεται απόλυτα, τα κρίσιμα σημεία C'3mp, Cζ,ρ πλησιάζουν μεταξύ τους, και
για ecsr -±0.0679 ταυτίζονται και εξαφανίζονται, οπότε για >0.0679 ο
συμπληρωματικός δρόμος ισορροπίας διαθέτει μόνο ένα κρίσιμο σημείο, το οριακό 
σημείο S}. Σαφώς παρουσιάζονται δύο ακόμα βρόγχοι διαταραγμένων 
διακλαδώσεων αλληλοεξαρτώμενοι, που εκκινούν από το C2 και καταλήγουν στα 
C3,C3, για να συνδεθούν εκεί με την διπλή αιχμή λόγω της διαταραχής του C3
στον κύριο δρόμο. Κατά συνέπεια τρεις διπλές ar/ιιές αλληλεξαρτώνται και 
συνδέονται, σπουδαιότατο εύρημα που απαντάται για πρώτη φορά στη 
βιβλιογραφία' °1. Από πλευράς ευστάθειας, όπως άλλωστε και τα αντίστοιχα σημεία
διακλάδωσης του τέλειου συστήματος, μόνο το C3"'p αλλάζει σε συνδυασμό με το
S] την ευστάθεια του συμπληρωματικού δρόμου, ενώ η παρουσία του C'2'p δεν 
οδηγεί σε αλλαγή της ευστάθειας. Φυσικά, η ύπαρξη των διακλαδικών σημείων 
C'2mp, C';"p και C'3",p οφείλεται σε τομή των κλάδων ισορροπίας στους οποίους
ανήκουν με άλλους συμπληρωματικούς δρόμους ισορροπίας, οι οποίοι προέρχονται 
από την διαταραχή του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας του τέλειου 
συστήματος.
Όντως, το σύστημα εκτός από τον κύριο και το 
συμπληρωματικό δρόμο ισορροπίας στο επίπεδο (\ν3,λ) διαθέτει και δύο
δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας στο χώρο, οι οποίοι είναι καμπύλες 
συμμετρικές ως προς το επίπεδο αυτό. Εξ αυτών, ο /"' δευτερεύων δρόμος
ισορροπίας διέρχεται από το C""p, είναι ανοικτή καμπύλη στο χώρο και εμφανίζει 
δύο οριακά σημεία Σ3 και Σ\, τα οποία αποτελούν διαταραχές των C4 και C'4 
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παρουσία των οριακών αυτών σημείων αλά.άζει την ευστάθεια του δρόμου αυτού, ο 
οποίος από το C‘"‘ρ μέχρι αυτά είναι ασταθής και πέραν αυτών ευσταθής.
Αντίθετα, ο 2,,ς δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του ατελούς συστήματος ναι μεν 
έχει και αυτός το (ννΛ, λ) ως επίπεδο συμμετρίας, πλην όμως είναι κλειστή
καμπύλη στο χώρο συνδέουσα τα διακλαδικά σημεία C'",p και C'"np, και επίσης 
είναι παντού ασταθής.
Οι τιμές όλων των κρίσιμων σημείων του κύριου, του 
συμπληρωματικού αλλά και των δύο δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας 
παρουσιάζονται στους Πίνακες Β1 και Β2, οι οποίοι ακολουθούν.
es
Οριακά σημεία Σι και Σ'ι του 1ου δευτερεύοντα δρόμου του ατελούς 
συστήματος, που διέρχεται από το
Η\ Η>α λ
0.001 0,0259485 ± 0,203455 0,333345
0.005 0,0478853 ±0,214851 0,339072
0.010 0,0642929 ± 0,224829 0,34424
0.015 0,0774081 ± 0,23308 0,348613
0.020 0,0889495 ± 0,240368 0,352545
0.025 0,0995378 ±0,247011 0,356182
0.030 0,109477 ± 0,253182 0,359601
0.035 0,11894 ±0,258985 0,362852
0.040 0,128039 ± 0,264492 0,365965
0.045 0,136846 ± 0,269754 0,368963
0.050 0,134516 ± 0,274808 0,371863
0.055 0,153789 + 0,279683 0,374679
0.060 0,161993 ± 0,284403 0,37742
0.061 0,163615 ±0,28533 0,37796
0.062 0,165233 ±0,286251 0,378497
0.063 0,166844 ±0,287167 0,379032
0.064 0,168451 ± 0,288078 0,379564
0.065 0,170052 ± 0,288984 0,380094
0.066 0,171648 ± 0,289886 0,380622
0.067 0,17324 ± 0,290782 0,381147
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es M’s Wa /
0.0676 0,174192 + 0,291318 0,381461
0.0677 0,174351 ±0,291407 0,381513
0.0678 0,174509 ±0,291496 0,381565
0.0679 0,174668 ±0,291585 0,381617
0.06795 0,174747 ±0,291629 0,381643
0.070 0,177986 ± 0,293444 0,382709
0.075 0,185809 ± 0,297793 0,385269
0.080 0,193534 ± 0,302044 0,387779
0.090 0,208732 ±0,310282 0,392667
0.100 0,223646 ±0,318218 0,397398
0.110 0,238326 ± 0,325897 0,401993
0.120 0,25281 ± 0,333355 0,406468
0.130 0,267127 ±0,340619 0,410834
0.140 0,281301 ±0,347715 0,415103
0.150 0,29535 ±0,354661 0,419284
0.160 0,309292 ±0,361473 0,423383
0.170 0,32314 ±0,368167 0,427409
0.180 0,336904 ± 0,374753 0,431365
0.190 0,350594 ±0,381242 0,435257
0.200 0,36422 ± 0,387644 0,43909
0.225 0,398042 ±0,403317 0,448436
0.250 0,43159 ±0,418595 0,457485
0.275 0,464933 ± 0,433559 0,466279
0.300 0,498121 ± 0,44827 0,474854
0.350 0,564193 ±0,477131 0,491458
0.400 0,630051 ±0,505487 0,5075
0.450 0,695865 ± 0,533561 0,523144
0.500 0,76176 ±0,561521 0,538535
Πίνακας Β1. Οριακά σημεία του 1ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος με 
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Ενδεικτικά παρουσιάζονται γραφικά μερικοί εκ των κύριων και συμπληρωματικών 
δρόμων με τα κρίσιμα σημεία τους στο Σχήμα Β1.5, στο οποίο φαίνεται επίσης και ο 
l°s δευτερεύων δρόμος του τέλειου συστήματος, ο οποίος αντιστοιχεί και αυτός σε 
συμμετρική παραμόρφωση.
β =0.10
Σχήμα Β1.5. Κύριοι και συμπληρωματικοί δρόμοι ισορροπίας του ατελούς συστήματος για συμμετρική 
αρχική ατέλεια και μόνον συμμετρική παραμόρφωση, με τα κρίσιμα σημεία τους.
Στη συνέχεια, στο Σχήμα ΒΙ.όα,β,γ αποτυπώνονται όλα τα κρίσιμα σημεία των 
Πινάκων Β1 και Β2 σε δισδιάστατη και τρισδιάστατη μορφή, ενώ στο μεν Σχήμα 
Β1.7 φαίνονται οι δρόμοι ισορροπίας (με τους ευσταθείς και ασταθείς κλάδους τους) 
για δύο χαρακτηριστικές τιμές της συμμετρικής αρχικής ατέλειας es, στο δε Σχήμα 
Β1.8 το διάγραμμα των διαταραγμένων διακλαδώσεων (ευαισθησίας σε αρχικές 
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Σχήμα Β1.6. Κρίσιμα σημεία των δρόμων ισορροπίας των Πινάκων Bl, Β2 σε δισδιάστατη (α,β) και
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Σχήμα Β1.7. Κύριοι και συμπληρωματικοί δρόμοι ισορροπίας του ατελούς συστήματος με μόνο 
συμμετρική παραμόρφωση, για δύο χαρακτηριστικές τιμές της συμμετρικής αρχικής ατέλειας es.
Σχήμα Β1.8. Διάγραμμα διαταραγμένων διακλαδώσεων (ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες) των
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Ως αριθμητική εφαρμογή επιλέγεται η τιμή es = 0.025, για την οποία υφίστανται 
διακλαδικά σημεία τόσον στον κύριο όσο και στο συμπληρωματικό δρόμο 
ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μόνο συμμετρική παραμόρφωση αυτού. 
Σύμφωνα με τα ανωτέρω εκτεθέντα, υπολογίστηκαν όλοι οι δρόμοι ισορροπίας 
(κύριος, συμπληρωματικός και δευτερεύοντες), οι προβολές των οποίων στα τρία 
σχετικά επίπεδα (ws, wa), (ws,A), (wa,A) και η μορφή τους στο χώρο (ws,wa,A)
απεικονίζονται στα Σχήματα Β1.9α,β,γ και Β1.10 αντίστοιχα, όπου καταδεικνύεται 




: ευσταθείς δρόμοι ι
---------------------- : ασταθείς δρόμοι ισορροπίαςι
Ο : σημεία διακλάδωσης (όλα συμμετρικά ασταθή) 
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If a
(γ)
Σχήμα Β1.9. Προβολές των δρόμων ισορροπίας του ατελούς συστήματος για συμμετρική αρχική
ατέλεια es=0.025.
ευσταθείς δρόμοι ισορροπίας 
ασταθείς δρόμοι ισορροπίας 
Ο σημεία διακλάδωσης
φ οριακά σημεία
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Ο 3υς δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (ασταθής) του 
τέλειου συστήματος μεταπίπτει συνεπώς σε δύο δευτερεύοντες δρόμους του 
ατελούς, που διαθέτουν ένα επίπεδο συμμετρίας. Εξ αυτών ο 1ος είναι ανοικτή
καμπύλη στο χώρο, διέρχεται από το σημείο διακλάδωσης C'"'p του κύριου
(φυσικού) δρόμου και παρουσιάζει και δύο οριακά σημεία Σι και Σ), τα οποία 
αντιστοιχούν σε \vs = 0.0998124, \να= ±0.2468, λ = 0.356182 και αποτελούν
διαταραχή των C^ και C'4 . Ο δρόμος αυτός είναι ασταθής μεταξύ των οριακών 
σημείων του και ευσταθής πέραν αυτών. Αντίθετα, ο 2ος δευτερεύων δρόμος 
συνδέει μεταξύ τους τα διακλαδικά σημεία C‘™p και C'lmp του κύριου και
συμπληρωματικού δρόμου αντίστοιχα, είναι δε ασταθής, χωρίς άλλα κρίσιμα 
σημεία. Οι εν λόγω δρόμοι ευρίσκονται σε διαφορετικό ημίχωρο, η δε μορφή τους 
δικαιολογεί και την αλληλεξάρτηση - σύνδεση των ανωμαλιών τύπου διπλής 
αιχμής ως άνω.
2. Αντισυμμετοική αργική ατέλεια e,=0,βαΦ0
Εκ νέου με χρήση συμβολικών μαθηματικών, οι 
εξισώσεις ισορροπίας που δίδονται στις σχέσεις (Β1,29α,β) λαμβάνουν την ακόλουθη 
μορφή:
1/2 (-4 (ea- wa- ws) 3 + 8ws3 + 4(ea-wa+ ws)3 +
1/3 ws (-36 ea wa + ( 6 + 3 wa2 + ws2) ( 2 + 7 wa2 + ws2) ) β - 
2 ws ( 2 + 3 wa2 + ws2) λ ) = 0
(Β1.32α,β)
1/2 (-4 (ea- wa- ws)3 — 4 ( ea - wa + ws)3 +
( - 6 ea ( 6 + 9 wa2 + ws2) +
wa ( 36 + 27 wa4 + 16 ws2 + (5 ws4 / 3) + 2 wa2 ( 36 + 7 ws2))) 
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Οι ανωτέρω εξισώσεις, όπως και στη περίπτωση 
συμμετρικής αρχικής ατέλειας, επιδέχονται δύο είδη λύσεων. Το πρώτο σχετίζεται με 
μηδενική συμμετρική παραμόρφωση και οδηγεί στην ακόλουθη αναλυτική έκφραση
(Β1.33)
ενώ το δεύτερο, που επίσης προκύπτει μόνον αριθμητικά, σχετίζεται με μη μηδενικές 
τιμές και των δύο γενικευμένων συντεταγμένων.
ατέλειας, η εξίσωση (Β1.33) ουσιαστικά περιγράφει τον κύριο αλλά και τον 
συμπληρωματικό (φυσικά μη αποδεκτό) δρόμο ισορροπίας του ατελούς 
συστήματος, οι οποίοι σχετίζονται μόνο με αντισυμμετρική παραμόρφωση και 
αποτελούν διαταραχή του τετριμμένου και του 2ου δευτερεύοντα δρόμου
σταθερή τιμή της παραμέτρου β, που στο εξής θα ληφθεί ίση με β=0.10 (προκειμένου 
να υπάρξει αντιπροσωπευτική και συγκριτική μελέτη των διαταραγμένων πλέον 
διακλαδώσεων), για μεν ομόσημα ea,wa εκκινεί από το σημείο που περιγράφει την
αρχική ατέλεια wa = ea, λ = 0 και
2ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του τέλειου συστήματος. Και εδώ ο 
συμπληρωματικός δρόμος ισορροπίας διαθέτει οριακό σημείο, ενώ και για την 
τρέχουσα περίπτωση προκειμένου υπολογιστούν όλα τα κρίσιμα σημεία αλλά και η 
ευστάθεια αυτών αλλά και όλων των δρόμων γίνεται χρήση των προγραμμάτων που 
ήδη έχουν μνημονευθεί.
Με σκοπό τη διερεύνηση των διαταραχών των 
διακλαδδισεων, επιλέγεται και εδιο μια μεγάλη γκάμα τιμοδν της αντισυμμετρικής
Κατ’ αναλογία με τη περίπτωση συμμετρικής αρχικής
ισορροπίας του τέλειου συστήματος. Τούτο καθόσον η συνάρτηση Τξ”/;(ννα), για
είναι μονοτονικά αύξουσα, για δε 
ετερόσημα ea>wa περιγράφει
συμπληρωματικό (φυσικά μη 
αποδεκτό) δρόμο ισορροπίας, όπως 
ενδεικτικά φαίνεται στο διπλανό 
διάγραμμα, όπου έχει χαραχθεί και ο
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αρχικής ατέλειας ±0.001 <ea <±0.345 και υπολογίζονται κατά τα γνωστά όλα τα 
κρίσιμα σημεία που υφίστανται σε όλους τους υφιστάμενους δρόμους ισορροπίας.
Η εισαγωγή της αντισυμμετρικής αρχικής ατέλειας - 
διαταραχής ea οδηγεί και στη περίπτωση αυτή σε μερική διάσπαση της
συμμετρίας. Αναλυτικότερα, το συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης C2 του 
τετριμμένου δρόμου ισορροπίας μεταπίπτει στο οριακό σημείο S2 του 
συμπληρωματικού δρόμου του ατελούς και το σύστημα εμφανίζει μια ανεξάρτητη 
καταστροφή τύπου διπλής αιχμής, η οποία λαμβάνει χώραν για οποιαδήποτε τιμή 
του ea . Ο εν λόγω δρόμος ισορροπίας εκτός από το S2 παρουσιάζει για κάθε τιμή
του ea άλλο ένα κρίσιμο σημείο, το συμμετρικό ασταθές σημείο διακλάδωσης
C'4"p, το οποίο γεννάται από τη διαταραχή του επίσης ασταθούς συμμετρικού 
σημείου διακλάδωσης C'4 του 2"" συμπληρωματικού δρόμου ισορροπίας του 
τέλειου συστήματος. Η νέα διπλή αιχμή που προκύπτει εκ του C\ δεν είναι 
ανεξάρτητη, αλλά όπως θα δειχθεί παρακάτω συνδέεται με άλλ.ες δύο ανωμαλίες 
του ίδιου τύπου, που γεννώνται από τα κρίσιμα σημεία C: και C4. Όντως, για
μικρές τιμές της αρχικής αντισυμμετρικής ατέλειας ea, ο μονοτονικά αύξων (και 
αρχικά ευσταθής) κύριος δρόμος ισορροπίας του ατελούς συστήματος διαθέτει δύο 
κρίσιμα διακλαδικά σημεία, το συμμετρικό ευσταθές σημείο διακλάδωσης C‘™p, 
προϊόν της διαταραχής του επίσης συμμετρικά ευσταθούς σημείου διακλάδωσης 
C] του τετριμμένου δρόμου του τέλειου συστήματος, και το συμμετρικό ασταθές
σημείο διακλάδωσης C"4P, προϊόν της διαταραχής του επίσης συμμετρικού 
ασταθούς διακλαδικού σημείου C4 του 2°" συμπληρωματικού δρόμου ισορροπίας
του τέλειου συστήματος. Αυξανόμενης της τιμής του βα, τα σημεία C']np και C'4'p 
πλησιάζουν μεταξύ τους, μέχρι την τιμή βζ =±0.101163 για την οποία ταυτίζονται 
και μετά εξαφανίζονται, με αποτέλεσμα για \ea\> 0.101163 ο κύριος δρόμος
ισορροπίας να μην διαθέτει κρίσιμα σημεία. Οι δύο διπλές αιχμές που προκύπτουν 
από τα Cj και C4 είναι συνεπώς αλληλοσυνδεόμενες, και καταλέγουν στα C4,
C'4, όπου συναντούν τη διπλή αιχμή λόγω του C4. Κατά συνέπεια τρεις διπλές 
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απαντάται για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία|3<ι1 Από πλευράς ευστάθειας η 
παρουσία του διακλαδικού σημείου C4"ip στο συμπληρωματικό δρόμο ισορροπίας
του ατελούς συστήματος είναι αυτή που τον διαχωρίζει σε ευσταθές και ασταθές 
μέρος, χωρίς η σχετική θέση του οριακού σημείου S2 να επηρεάζει την ευστάθεια
του δρόμου αυτού. Αντίθετα, τα διακλαδικά σημεία C‘}"p KaiC‘4mp αποτελούν τα 
όρια εντός των οποίων ο κύριος δρόμος ισορροπίας του ατελούς συστήματος είναι 
ασταθής, ενώ πριν το Cl”>p και πέραν του C1"'1’ ο εν λόγω δρόμος είναι ασταθής.
Φυσικά, η ύπαρξη των διακλαδικών σημείων C'[np, C'"ip και C'Jmp οφείλεται σε
τομή των κλάδων ισορροπίας στους οποίους ανήκουν με άλλους 
συμπληρωματικούς δρόμους ισορροπίας, και προέρχονται και εδώ από την 
διαταραχή του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας του τέλειου συστήματος.
Πράγματι, το σύστημα εκτός από τον κύριο και το 
συμπληρωματικό δρόμο ισορροπίας στο επίπεδο (\να, λ) διαθέτει και δύο
δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας στο χώρο, οι οποίοι είναι καμπύλες 
συμμετρικές ως προς το επίπεδο αυτό. Εξ αυτών, ο 1ος δευτερεύων δρόμος
ισορροπίας διέρχεται από το C'4mp, είναι ανοικτή καμπύλη στο χώρο και δεν
διαθέτει κρίσιμα σημεία, είναι δε παντού ασταθής. Αντίθετα ο 2ος 
συμπληρωματικός δρόμος είναι κλειστή καμπύλη στο χώρο συνδέουσα τα σημεία
C'!np και Cl4mp - όταν αυτά υφίστανται - και εμφανίζει δύο οριακά σημεία Σ2 και 
Σ'2, τα οποία αποτελούν διαταραχές των C3 και C'3 αντίστοιχα, μορφώνοντας δύο 
επί πλέον συμμετρικές διπλές αιχμές στο χώρο. Οι αιχμές αυτές εκκινούν από 
τα Cj και C3 και φθάνουν ασυμπτωτικά στη κατάσταση εκείνη του συστήματος,
όπου για ea = ±εζ τα C""p και C"4P ταυτίζονται και εξαφανίζονται. Η παρουσία 
των οριακών αυτών σημείων αλλάζει την ευστάθεια του δρόμου αυτού, ο οποίος 
από το C1”'1' μέχρι αυτά είναι ευσταθής και πέραν αυτών μέχρι το C4”p ασταθής.
Οι τιμές όλων των κρίσιμων σημείων του κύριου, του 
συμπληρωματικού αλλά και των δύο δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας 
παρουσιάζονται στους Πίνακες Β3 και Β4, οι οποίοι ακολουθούν, κατ’ αναλογία με 
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Οριακά σημεία 27? και Σ 2 του 2ου δευτερεύοντα δρόμου του ατελούς 
συστήματος, που συνδέει τα σημεία C""p και C4"np
ws \να 2
0.0001 ±0.317779 0.0224495 0.488899
0.001 ±0.303761 0.0484197 0.466574
0.0025 ± 0.289026 0.0658369 0.444121
0.005 ± 0.270495 0.0832236 0.417396
0.0075 ±0.255239 0.0956056 0.396687
0.01 ±0.24179 0.105621 0.379418
0.015 ±0.218106 0.121865 0.3513
0.02 ±0.196993 0.13525 0.328745
0.025 ±0.177345 0.146955 0.309909
0.03 ±0.158468 0.15755 0.293785
0.035 ±0.139806 0.167358 0.279743
0.04 ±0.12078 0.176581 0.267358
0.045 ±0.100609 0.185353 0.256328
0.05 ± 0.0778622 0.19377 0.246426
0.055 ± 0.0484047 0.201901 0.237482
0.056 ± 0.040438 0.203498 0.235795
0.057 ± 0.0306263 0.205086 0.23414
0.058 ± 0.00353426 0.207192 0.232515
0.06 ± 0.00267763 0.207359 0.229317
0.065 ±0.00145702 0.207652 0.221371
0.07 ± 0.000362479 0.207748 0.213267
0.075 ±0.000293691 0.207583 0.205104
0.08 ±0.000198974 0.207076 0.19674
0.085 ± 8.83557Ε-05 0.206077 0.188028
0.09 ± 7.53528Ε-05 0.204307 0.178694
0.095 ± 6.87823Ε-05 0.2011 0.168079
0.1 ± 0.000064988 0.193389 0.15314
0.1011635 0 0.185265 0.143371
Πίνακας Β3. Οριακά σημεία του 2ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος με 
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Ενδεικτικά παρουσιάζονται γραφικά μερικοί εκ των κύριων και συμπληρωματικών 
δρόμων με τα κρίσιμα σημεία τους στο Σχήμα Β1.11, στο οποίο φαίνεται επίσης και ο 
l°s δευτερεύων δρόμος του τέλειου συστήματος, ο οποίος αντιστοιχεί και αυτός σε 
αντισυμμετρική παραμόρφωση.
Σχήμα Β1.11. Κύριοι και συμπληρωματικοί δρόμοι ισορροπίας του ατελούς συστήματος για 
συμμετρική αρχική ατέλεια και μόνον αντισυμμετρική παραμόρφωση, με τα κρίσιμα σημεία τους.
Στη συνέχεια, στο Σχήμα Β1.12α,β,γ αποτυπώνονται όλα τα κρίσιμα σημεία των 
Πινάκων Β3 και Β4 σε δισδιάστατη και τρισδιάστατη μορφή, ενώ στο μεν Σχήμα 
Β1.13 φαίνονται οι δρόμοι ισορροπίας (με τους ευσταθείς και ασταθείς κλάδους τους) 
για δύο χαρακτηριστικές τιμές της συμμετρικής αρχικής ατέλειας ea, στο δε Σχήμα 
Β1.14 το διάγραμμα των διαταραγμένων διακλαδώσεων (ευαισθησίας σε αρχικές 
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(γ)
Σχήμα Β 1.12. Κρίσιμα σημεία των δρόμων ισορροπίας των Πινάκων Β3, Β4 σε δισδιάστατη (α,β) και
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Σχήμα Β1.13. Κύριοι και συμπληρωματικοί δρόμοι ισορροπίας του ατελούς συστήματος με μόνο 
αντισυμμετρική παραμόρφωση, για δύο χαρακτηριστικές τιμές της αντισυμμετρικής αρχικής ατέλειας
&α·
Σχήμα Β1.14. Διάγραμμα διαταραγμένων διακλαδώσεων (ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες) των
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Ως αριθμητική εφαρμογή επιλέγεται η τιμή ea = 0.025, για την οποία υφίστανται
διακλαδικά σημεία τόσον στον κύριο όσο και στο συμπληρωματικό δρόμο 
ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μόνο αντισυμμετρική παραμόρφωση αυτού. 
Σύμφωνα με τα ανωτέρω εκτεθέντα, υπολογίστηκαν όλοι οι δρόμοι ισορροπίας 
(κύριος, συμπληρωματικός και δευτερεύοντες), οι προβολές των οποίων στα τρία 
σχετικά επίπεδα (ws,wa), (ws,A), {yva,X) και η μορφή τους στο χώρο (ws,wa, λ)
απεικονίζονται στα Σχήματα Β1.15α,β,γ και Β1.16 αντίστοιχα, όπου καταδεικνύεται 
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(y)
Σχήμα B 1.15. Προβολές των δρόμων ισορροπίας του ατελούς συστήματος για αντισυμμετρική αρχική
ατέλεια ea=0.025.
---------------------- ευσταθείς δρόμοι ισορροπίας
---------------------- ασταθείς δρόμοι ισορροπίας
Ο Ο σημεία διακλάδωσης ;ui προβολές τους
φ φ οριακά σημεία και προβολές τους
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Ο 3ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (ασταθής) του 
τέλειου συστήματος μεταπίπτει συνεπώς στη περίπτωση αυτή επίσης σε δύο 
δευτερεύοντες δρόμους του ατελούς, που διαθέτουν και εδώ ένα επίπεδο 
συμμετρίας, το {wa, λ). Εξ αυτών ο 1ος είναι ανοικτή καμπύλη στο χώρο,
διέρχεται από το σημείο διακλάδωσης C'J",p του συμπληρωματικού δρόμου, είναι 
δε ασταθής, χωρίς άλλα κρίσιμα σημεία. Αντίθετα, ο 2υς δευτερεύων δρόμος είναι 
κλειστή καμπύλη στο χώρο, η οποία συνδέει τα κρίσιμα σημεία C'{"p και C'™p του
κύριου και συμπληρωματικού δρόμου αντίστοιχα, παρουσιάζει δε και δύο οριακά 
σημεία 2^ και Σ'2, τα οποία αντιστοιχούν σε ννΛ. = ±0.177345, \να = 0.146955,
λ - 0.309909 και αποτελούν διαταραχή των C3 και C3 αντίστοιχα. Από το
C'l"p μέχρι τα οριακά αυτά σημεία δρόμος αυτός είναι ευσταθής, καθιστάμενος
ασταθής πέραν αυτών και μέχρι το κρίσιμο σημείο Cl™p, ενώ υψίσταται για
\ws\< 0.198368. Οι εν λόγω δρόμοι ευρίσκονται σε διαφορετικό ημίχωρο, η δε
μορφή τους δικαιολογεί και την αλληλεξάρτηση - σύνδεση των ανωμαλιών τύπου 
διπλής αιχμής που αναφέρθηκε προηγούμενα.
3. Πλήρης ατέλεια e,, β,,ΦΟ
Η γενική αυτή περίπτωση, η οποία αποτελεί στην ουσία 
διπλή διαταραχή του τέλειου συστήματος, δεν είναι δυνατόν να αντιμετωπιστεί 
συστηματικά με βάση τη Θεωρία tow Διακλαδώσεων και μέσα στα πλαίσια της Μη 
Γραμμικής Θεωρίας Ελαστικής Ευστάθειας, καθόσον οι εξισώσεις ισορροπίας δεν 
επιδέχονται αναλυτικοιν λύσεων, και οι δρόμοι ισορροπίας δύνανται να ευρεθούν 
μόνο μέσω αριθμητικής επίλυσης των εξισώσεων ισορροπίας, η μορφή των οποίων 
έχει ως εξής:
1/2 (- 8 ( es - ws)3 - 4 (ea + es - wa- ws)3 + 4 (ea - es - wa+ ws)3 -
1/3 ( 6 es ( 2 + wa2 + ws2 ) - ws (-36 ea wa + ( 6 + 3 wa2 + ws2) ( 2 + 7 wa2 + ws2))) β-
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1/2 (-4 (ea+ es - wa- ws)3 - 4 ( ea - es - wa+ ws)3 +
(-6ea(6 + 9 wa2 + ws2) +
wa ( 36 + 27 wa4 - 4 es ws + 16 ws2 + (5 ws4 / 3) + 2 wa2 (36 + 7 ws2))) 
β - 6 wa ( 2 + 3 wa2 + ws2) λ ) = 0
(Β1.34β)
Πάντως, λόγω του γεγονότος ότι πρόκειται περί πολυωνυμικών εκφράσεων, δύναται 
να χρησιμοποιηθεί η ενσωματωμένη στο Mathematica εντολή NSolve, όπως φαίνεται 
στο πρόγραμμα solving fully imperfect.nb. Όμως, τα κρίσιμα σημεία των δρόμων 
ισορροπίας δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν απ’ ευθείας, αφού η Hessian είναι μη 
γραμμική συνάρτηση των υπεισερχόμενων παραμέτρων της μορφής
Hessian = 144 ea4 + 288 es4 + 144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 + 240 wa2 /3 + 1392 wa4 β + 
852 wa6 β + 456 ws2 β + 2064 wa2 ws2 β + 1302 wa4 ws2 β + 240 ws4 β + 424 wa2 ws4 β +
r -5 λ , AO (Γ ^ 945 wa β O O
30ws6/3 + 36/32 + 360wa2/32 +1062wa4/32+918was/32 + + 88ws2/32 +
372 wa2 ws2 β2 + 558 wa4 ws2 β2 + 215 wa6 ws2 /32 + 146 ^ β + 114 ^2 ^4 β2 +
wa4 ws4 β2 + 10 ws6 β2 + wa2ws6/32 + 25 WS ^ - 72 es3 ws (16 + β) -
6 9 36
144 ea3 wa (4 + 5 β) - 96 wa2 λ - 360 wa4 Λ - 168 ws2 λ - 468 wa2 ws2 λ - 108 ws4 Λ -
48/3 λ- 372 via2 β λ- 696 wa4 β λ- 297 wa6 β λ - 100 ws2 β λ - 360 wa2 ws2 β λ-
Χ28
243 wa4 ws2 β λ- ^ ws4 β λ - 63 wa2 ws4 β λ - 5 ws6 β λ + 12 λ2 + 72 wa2 λ2 +
81 wa4 λ2 + 24 ws2 λ2 + 54 wa2 ws2 λ2 + 9 ws4 λ2 -
2 ea wa (5 ws4 (-12 + β) β + 12 es2 (-12 + 53/3) +
3/3 (36/3+4wa2 (146+ 45/3) + wa4 (284 + 99/3)) +
8 es ws ((-105 + 42 wa2 + 10 ws2 - 6/3) β - 18 (-2 + λ)) +
6 ws2 {β (50 +6/3+ wa2 (-4+19/3) - 9 λ) + 12 (-2 + Λ)) + 48 (6 wa2 + 5/3 - 2 λ) - 
18 (4/3+ wa2 (20+ 9/3)) λ) +
2 es2 (831 wa4 /3 + 15 ws4 /3 + 2 ws2 (432 + 96/3 + /32 - 27 λ) +12 (19/3-7 A) -
2 wa2 (36-3 (216+ 47 ws2) /3+/32 + 171 λ)) -
4 ea2 (36 es2 - 60 β - 213 wa4 /3-12esws (6 + 5/3) -
3 wa2 (72 + /3 (236+ 26 ws2 + 27 β) - 30 λ) +24A+ws2 (β (36-5 ws2 + 9/3) +18 (2+ A))) -
es ws (5 ws4/3 (18 + β) +12/3 (114 +5/3) +3 wa4 β (1326 + 43/3) - 24 (21+ β) λ +
3 '
18ws2 (2 (48 + β (23+β)) - (18 + β) λ) +
2 wa2 (β (ws2 (726+ 29/3) + 9 (380 + 14 β - 3 λ)) -54 (4+ 15 Α))) ;
οπότε χρειάζεται ικανοποιητική αρχική προσέγγιση τους, η οποία δύναται να 
επιτευχθεί μόνον αν είναι γνωστά τα αντίστοιχα κρίσιμα σημεία των απλούστερων 
ατελών συστημάτων (δηλαδή αυτών με μόνο συμμετρική ή μόνο αντισυμμετρική 
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δεδομένες οι τιμές των αρχικών ατελειών υπάρχει η δυνατότητα εύρεσης σημείων 
ισορροπίας (κρίσιμων και μη). Ως εκ τούτου η αναγκαιότητα προσέγγισης της όλης 
διακλαδικης (μέχρι στιγμής) ανάλυσης μέσω της Θεωρίας των Καταστροφών είναι 
πλέον επιβεβλημένη, που αποτελεί αντικείμενο του τρίτου μέρους του παρόντος 
Κεφαλαίου Β.
Σύμφωνα με τα μέχρι στιγμής εκτεθέντα, υπάρχει η 
περιορισμένη δυνατότητα ανάλυσης μιας μόνο (άκρως ενδεικτικής) περίπτωσης 
πλήρως ατελούς συστήματος, αυτού για το οποίο θα ισχύει ότι 
β = 0.10,es =ea =0.025, καθόσον έχει πλήρως αναλυθεί τόσον παραμετρικά όσον 
και αριθμητικά το μερικά ατελές σύστημα με μόνο συμμετρική και μόνο αντισυμμετρική 
αρχική ατέλεια. Προς τούτο επιλύονται αριθμητικά οι εξισώσεις ισορροπίας (Β1.34) 
και υπολογίζονται οι δρόμοι ισορροπίας του αντίστοιχου συστήματος, ευρίσκονται τα 
κρίσιμα σημεία τους (πρόγραμμα fully imperfect critical points, nb) και προσδιορίζεται 
και η ευστάθεια όλων των δρόμων (Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - προσεγγιστικά 
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Σχήμα Β1.17. Προβολές των δρόμων ισορροπίας του πλήρως ατελούς συστήματος για 
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Σχήμα Β1.18. Τρισδιάστατη απεικόνιση των δρόμων ισορροπίας του πλήρως ατελούς συστήματος για 
es = ea = 0.025 και β = 0.10 (πράσινες καμπύλες=ευστάθεια, κόκκινες=αστάθεια).
Το πλήρως ατελές σύστημα για τις επιλεγείσες τιμές των αρχικών ατελειών και του 
αδιάστατου λόγου δυσκαμψιών β εμφανίζει τέσσερις ανεξάρτητους μεταξύ τους 
δρόμους ισορροπίας, οι οποίοι αντιστοιχούν σε όλους τους δυνατούς - από πλευράς 
πρόσημων - συνδυασμούς των παραμορφώσεων η\ και wu. Αναλυτικότερα, ο 
κύριος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος εκκινεί από το σημείο w, =es(= 0.025),
wa = ea (= 0.025) αντιστοιχεί σε θετικές τιμές τόσον της συμμετρικής όσο και της
αντισυμμετρικής παραμόρφωσης και διαθέτει δύο οριακά σημεία Sa και SB, για τα 
οποία ισχύει ότι:
Sa : vvv = 0.238889, \να = 0.156946,λ = 0.337131 (τοπικό μέγιστο)
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Ο εν λόγω δρόμος είναι ευσταθής από την αρχή του μέχρι το οριακό σημείο SA και 
πέραν του οριακού σημείου SΒ, ενώ είναι ασταθής μεταξύ αυτών.
Οι υπόλοιποι τρεις δρόμοι ισορροπίας του πλήρως 
ατελούς συστήματος είναι συμπληρωματικοί (φυσικά μη αποδεκτοί) με τα 
ακόλουθα επί μέρους χαρακτηριστικά:
1<κ συμπληρωματικός δρόιιος
Κλειστή καμπύλη στο χώρο, με ννΛ, < Ο, \να > Ο και με 
δύο οριακά σημεία SE (καθολικό ελάχιστο) και Sz (καθολικό μέγιστο) που 
αντιστοιχούν στις ακόλουθες τιμές παραμορφώσεων και φορτίου:
SE : ws = -0.062643, wa = 0.0657519,λ = 0.196841
Sz :ws =-0.102152,wa = 0.117424,λ = 0.267512
Τα οριακά αυτά σημεία διαχωρίζουν τον δρόμο αυτό σε 
δύο κλάδους, εκ των οποίων ο ένας είναι ευσταθής και ο άλλος ασταθής, όπως 
φαίνεται στα παραπάνω Σχήματα.
2<κ συμπληρωματικός δρόιιος
Ανοικτή καμπύλη στο χώρο, για την οποία ισχύει ότι 
wv <0,wa < Ο, με ένα οριακό σημείο (καθολικό ελάχιστο) SA που αντιστοιχεί σε
SA : = -0.040828l,wa = -0.120112, λ = 0.391407
αμφότεροι δε οι κλάδοι του είναι ασταθείς.
3ος συμπληρωματικός δρόμος
Ανοικτή καμπύλη στο χώρο, για την οποία ισχύει ότι 
ws > Ο, wa < Ο, με ένα οριακό σημείο (καθολικό ελάχιστο) SΓ, που αντιστοιχεί σε
S Γ =ws = 0.0888872,wa = -0.249915,λ = 0.397815
Εκ των δύο κλάδων του δρόμου αυτού ο ένας είναι 
ευσταθής και ο άλλος ασταθής, σύμφωνα με τα παραπάνω Σχήματα.
Με σκοπό την ποιοτική (αλλά και ως ένα βαθμό 
ποσοτική) εξέταση του “μηχανισμού - διαδικασίας” μετάπτωσης των δρόμων 
ισορροπίας των μερικά ατελών συστημάτων (με την έννοια της ύπαρξης μόνο 
συμμετρικής ή μόνο αντισυμμετρικής αρχικής ατέλειας) σε αυτά του πλήρως ατελούς 
συστήματος (και των κρίσιμιον σημείων τους), χαράσσονται οι προβολές όλων των 
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μορφή στα Σχήματα Β1.19α,β,γ, τα οποία αποτελούν σύνθεση των Σχημάτων Β1.9, 
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(y)
Σχήμα B.19. Προβολές των δρόμων ισορροπίας του τέλειου, του μερικά ατελούς (για μόνο συμμετρική 
ή μόνο αντισυμμετρική αρχική ατέλεια) και του πλήρως ατελούς συστήματος, όπου οι πράσινες 
καμπύλες αντιστοιχούν σε ευσταθείς και οι ερυθρές σε ασταθείς δρόμους ισορροπίας, ενώ η ευστάθεια 
των κρίσιμων σημείων έχει ήδη καταγραφεί σε προηγούμενα Σχήματα.
Από τις παραπάνω γραφικές απεικονίσεις, σε συνδυασμό με τα όσα έχουν διεξοδικά 
αναφερθεί για τις διακλαδώσεις και τα κρίσιμα σημεία τόσο του τέλειου όσο και του 
ατελούς συστήματος, η εισαγωγή και της δεύτερης αρχικής ατέλειας συνεπάγεται 
πλήρη διάσπαση της συμμετρίας. Τα έξι (6) κρίσιμα σημεία των δρόμων 
ισορροπίας του τέλειου συστήματος, μετά την εισαγωγή είτε μόνο συμμετρικής είτε 
μόνο αντισυμμετρικής αρχικής ατέλειας μεταπίπτουν σε επίσης έξι κρίσιμα σημεία 
των ισορροπιών του αντίστοιχου ατελούς συστήματος και αφού εισαχθεί 
(θεωρούμενη σαν δεύτερη διαταραχή) και η αρχική ατέλεια της αντίθετης 
συμμετρίας (στο μερικά ατελές σύστημα) γεννώνται επίσης έξι κρίσιμα σημεία 
(του πλήρως ατελούς πλέον συστήματος) τα οποία είναι όλα οριακά σημεία. 
Αντίστοιχη είναι και η μετάπτωση των δρόμων ισορροπίας του συστήματος, που 
γίνεται άμεσα αντιληπτή μελετώντας το Σχήμα Β.19, ενώ στο διάγραμμα που 
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B. 1.3. Ανάλυση μί;σω της Θεωρίας των Καταστροφών
(α) Συναρτήσεις συνολικού δυναμικού του μερικά και του 
πλήρως αργικά ατελούς συστήματος
1. Συσγετισιιός με τις 7 θεμελιώδεις καταστροφές
Όπως είναι άμεσα αντιληπτό, το αρχικά μερικά ατελές 
σύστημα (είτε για μόνο συμμετρική είτε για μόνο αντισυμμετρική αρχική ατέλεια) 
χαρακτηρίζεται από δύο κύριες (ενεργές) συντεταγμένες ws,wa και επίσης δύο
παραμέτρους ελέγχου, το φορτίο λ και την αρχική ατέλεια es ή ea κατά περίπτωση.
Το συνολικό δυναμικό του συνεπώς δεν ανήκει σε καμία από τις στοιχειώδεις 
καταστροφές δύο ενεργών συντεταγμένων του Πίνακα Π2.2. Όσον δε αφορά το 
αρχικά πλήρως ατελές σύστημα, τούτο διαθέτει δύο ενεργές συντεταγμένες (τις ίδιες 
με προηγούμενα) και τρεις παραμέτρους ελέγχου A,es,ea. Στις επτά στοιχειώδεις
καταστροφές συστήματα με τον ίδιο αριθμό συντεταγμένων και παραμέτρων (2, 3) 
είναι αυτά που σχετίζονται με τις ανωμαλίες τύπου υπερβολικού και ελλειπτικού 
λώρου. Με χρήση εκ νέου συμβολικών μαθηματικών και αντικαθιστώντας (για 
λόγους αφ’ ενός ομοιομορφίας και αφ’ ετέρου διεθνώς παραδεκτής σημειολογίας) τις 
μεν ενεργές συντεταγμένες ws,wa ι—> x,y αντίστοιχα, τις δε παραμέτρους ελέγχου
λ, es ή ea ι—> α0, α} - λ,ε5,βα ι-» α0,α,,α2 αντίστοιχα, οι εκφράσεις των
συναρτήσεων συνολικού δυναμικού κατά περίπτωση έχουν σε συνεπτυγμένη, 
ανεπτυγμένη και παραγοντοποιημένη μορφή, σύμφωνα με τα προγράμματα Vt 
symm.nb, Vt asymm.nb και Vt general.nb, ως εξής:
■ Μόνο συμμετρική αργική ατέλεια
Vtsymm = 1/2 (( χ - y - α, )4 + 2 (- x + α,)4 +
(- χ - y + ω )4 + 1/2 α0 (- ( χ2 + 3 y2) ( 4 + χ2 + 3 y2) + 4 αβ ) +
( 1/18 (6 + χ2 + 3 y2)2 ( χ2 + 9 y2) - 2/3 χ (6 + χ2 + 3 y2) α, + 2 α,2) β )
ή ysymm _ 2 χ4+ 6 x2y2 + y4 _ χ2 αο _ ( χ4 Ηο/ 4 ) - 3 y2 α0 - 3/2 χ2 y2 α0 - ( 9 y4 α</4 ) -
8 χ3 αι - 12 χ y2ct| + 12 χ2 α,2 + 6 y2af + α0 af - 8 χ α,3 +
2 α,4+ χ2 β + ( χ4 β / 3 ) + ( χ6 β / 36 ) + 9 y2 β + 4 x2y2 β + 5/12 χ4 y2 β +
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ήvtsymm = 1/2 χ4( 4 - α„/ 2 + 2β / 3 ) + ( χ6β / 36 ) + 5/12 χ4 y2p + 7/4 x-y4 β + 9 y6 β / 4 +
1/2 χ2(-2 α„ + 24 α,2+ 2 β ) + 1/2 x2y2(12 - 3 α0 + 8 β ) +
1/2 y4 ( 2 — 9 αο/ 2 + 18 β ) + 1/2 y2(-6 α0 + 12 α,2+ 18β) +
1/2 χ (-16 α,3 - 4 a, β ) + 1/2 xy2( - 24 αι - 2 a, β) +
1/2 χ3(-16 α, - 2 α, β / 3 )+ 1/2 (2 α0 α,2+4 α,4+2 α,2 β )
■ Μόνο αντισυμμετρική αργική ατέλεια
(Β1.35α,β,γ)
yasyrnm - j/2 (2 χ4 + (- χ - y + α, )4 + ( χ - y + α, ) 4 +
1/2 α0 (- (χ2 + 3 y2) ( 4 + χ2 + 3 y2) + 12 α,2 ) +
(1 /18 (6 + χ2 + 3 y2 )2 ( χ2 + 9 y2) - 6 y ( 6 + χ2 + 3 y2) α, + 18 α,2)
Π
yasyrnm = 2 χ4 + 6 χ2y2 + y4 - χ2 α„ - ( χ4 α„/4 ) - 3 y2 α0-3/2 χ2 y2 α0-9 y4 α0-
12 χ y2a, - 4 y3 a, + 6 χ2αι2 + 6 y2a,2 + 3 α„ af - 4 y +
a,4 + χ2 β + ( χ4 β / 3 ) + ( χ6 β / 36 ) + 9 y2 β + 4 x2 y2 β + 5/12 χ4 y2 β + 9 y4 β +
7/4 x2y4 β + ( 9 y6 β / 4 ) - 18 y α, β-3 x2y αι β - 9 y3a, β + 9 β
ή
yasyrnm = 1/2 χ4( 4 - aj 2 + 2β/3) + (χ6β/36) + 5/12 χ4 y2 β + 7/4 x2y4 β + 9 y6 β / 4 +
1/2 χ2(-2 α0 + 12 α,2 + 2 β ) + 1 /2 χ2 y2 (12-3 α0 + 8 β ) +
1/2 y4 ( 2 - 9 α(>/ 2 + 18 β ) + 1/2 y2( - 6 α„ + 12 α|2+ 18β) +
1/2 y (- 8 α,3- 36 α, β ) + l/2y3(-8a, - 18α,β) +







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
Πλήρης αργική ατέλεια
Vtgen = 1/2 ( 2 (- χ + ct| )4 + ( χ - y - σι + α2 )4 + (- χ - y + a, + α2 )4 +
1/2 α0 (- ( χ2 + 3 y2) + 4 a,2 + 12 α22) +
( 1/18 ( 6 + χ2 + 3 y2 )2 (χ2 + 9 y2) - 2/3 χ ( 6 + χ2 + 3 y2) a, +
2 αι2 - 6 y ( 6 + χ2 + 3 y2) α2 + 18 α22) β )
ή
VgLn = 2 χ4 + 6 χ2 y2 + y4- χ2 α0 - ( χ4 α0 / 4 ) - 3 y2 α0 - 3/2 χ2 y2 α0 -
( 9 y4 α0/ 4 ) - 8 χ3 α, - 12 χ y2 αι + 12 χ2 α,2 + 6 y2 α,2 + α0α,2 -
8 χ αι3 + 2 αι4- 12 χ2 y α2 - 4 y3 α2 + 24 χ y a, α2 - 12 y α,2 α2 ι­
ό χ2 α22 + 6 y2 α22 + 3 α0 α22- 12 χ α, α22 + 6 α,2 α22 -
4 y α23+ α24 + χ2 β + ( χ4 β / 3 ) + ( χ6 β / 36) + 9 y2 β + 4 χ2 y2 β +
5/12 χ4 y2 β + 9 y4 β + 7/4 χ2 y4 β + ( 9 y6 β /4 ) - 2 χ α, β — 1/3 χ3 αι β -
χ y2 αι β + α,2 β - 18 y α2 β — 3 χ2 y α2 β -9 y3 α2 β + 9 α22 β
ή
Vtgen =24 χ y α, α2 + 1/2 χ4 ( 4 - α0 / 2 + 2 β/3 ) + ( χ6 β/36 ) + 5/12 χ4 y2 β + 7/4 χ2 y4 β +
( 9 y6 β /4 ) + 1/2 χ2 (-2 α„+ 24 α,2+ 12 α22 + 2 β ) + 1/2 χ2 y2 ( 12 - 3 α0 + 8 β ) +
1/2 y4 ( 2 - 9 α0/2 + 18 β ) + 1/2 y2 (- 6 α„+ 12α,2+ 12α22 + 18β) +
1/2 χ (- 16 αι3 - 24 αι α22 - 4 α, β ) + 1/2 χ y2 (-24 αι - 2 α! β ) +
1/2 χ3( - 16 α, -(2 α, β/3 ) + 1/2 y (-24 α,2 α2 - 8 α23 - 36 α2 β ) +
1/2 y3 (- 8 α2- 18 α2 β ) + 1/2 χ2 y (-24 α2- 6 α2 β ) +
1/2 ( 2 α„ α,2+ 4 α,4 + 6 α0 α22+ 12 α,2 α22 + 2 α24+2 α,2 β + 18 α22 β
(Β1.37α,β,γ)
Σημειωτέον ότι σε όλες τις προηγηθείσες εκφράσεις η παράμετρος β θεωρείται ως 
αριθμητική σταθερά, η δε ανάλυση που θα ακολουθήσει δεν συμπεριλαμβάνει την 
παράμετρο αυτή ως μια επί πλέον πιθανή διαταραχή (που ουσιαστικά είναι), αφού το 
ενδιαφέρον της εργασίας εστιάζεται στις τιμές εκείνες του β, για τις οποίες λαμβάνουν 
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Κατ’ αναλογία (πρόγραμμα Vt perf.nb) το συνολικό δυναμικό 
του τέλειου συστήματος (σπέρμα) δίδεται από τις ακόλουθες εκφράσεις:
Vtperf = 1/2 ( 2 χ4 + (- χ - y )4 + ( χ - y )4 -
1/2 (χ 2 + 3 y2) ( 4 + χ2 + 3 y2) α0 +
1/18 ( 6 + χ 2 + 3 y2 )2 ( χ2 + 9 y 2) β )
ή
Vtper^ = 2 χ4 + 6 χ 2 y2 + y4-x2a0-(x4a„/4)-3y2a0-
3/2 χ 2 y2 α0- ( 9 y4 α0 / 4 ) + χ2 β + ( χ4 β / 3 ) + ( χ6 β / 36 ) + 9 y2 β +
4 χ 2 y2 β + 5/12 x4 y2 β + 9 y 4 p + 7/4 χ 2 y4 p + ( 9 y6 P / 4 )
ή
Vtperf = 1/2 x4 ( 4 - a0 / 2 + 2 β/3 ) + (χ6 β / 36 ) +
5/12 x4 y2 β + 7/4 x 2 y4 β + ( 9 y6 β / 4 ) + 
l/2x2(-2a0+2P)+l/2x2y2( 12-3 a0+ 8 β ) +
1/2 y 2( - 6 a0+ 18 β ) + 1/2 y4 ( 2 - ( 9 do/2 )+ 18 β )
(Β1.38α,β,γ)
2. Πολλαπλά καταστροφής Μ, διακλαδικά σύνολα Bs 
και αντίστοιχες γραφικές απεικονίσεις
Τα πολέλαπλά καταστροφής Μ (catastrophe manifolds) 
των ανωτέρω συστημάτων υπολογίζονται σύμφωνα με την προηγηθείσα θεωρητική 
ανάλυση συμβολικά και αποτελούν τις (υπέρ)επιφάνειες που ορίζονται από τις 
εξισώσεις ισορροπίας, δίδονται δε από τις ακόλουθες εκφράσεις:
■ Μόνο συμμετρική αργική ατέλεια
( χ 5 β/6 ) - χ 2 α, ( 24 + β ) + χ 3 ( 8 - α0 + 1/3 ( 4 + 5 y2) β ) -
cxi ( y2 ( 12 + β ) + 2 ( 4 a,2 + β )) +
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-6γ(α0-2α12-3β) + 5/ 6χ4γβ + (27γ5β)/2-2χγαι(12 + β) + 
y3 ( 4 - 9 α0 + 36 β ) + χ2 y ( 12 - 3 α0 + 8 β + 7 y2 β ) = Ο
■ Μόνο αντισυρρετρική αργική ατέλεια
1/6χ(χ4β + 2χ2(24-3α0 + 4β + 5γ2β) +
3(7Υ4β-12γα,(4 + β) + 4(-α0 + 6α,2 + β) + 
y2 ( 24 - 6 α„ + 16 β ))) = 0
l/2(-6y(2 + x2 + 3y2)a0 + 4(x + y-oti)3-4(x-y + ai)3 +
(( 36 + 16 χ2 + (5 χ4) / 3 )y + 2(36 + 7x2)y3 + 27y5- 
6 ( 6 + χ2) a, - 54 y2 a, ) β ) = 0
■ Πλήρης αργική «τέλεια
1 / 2 (- 2 χ ( 2 + χ2 + 3 y2) α0 + 8 ( χ - a, )3 +
4 ( χ + y - a, - α2 )3 + 4 ( χ - y - a, + α2 )3 +
I / 3 ( χ5 + 2 χ3 ( 4 + 5 y2) - 6 χ2 a, - 6 ( 2 + y2) a, + 
3x(4 + 16y2 + 7y4-12ya2))P) = 0
l/2(-6y(2 + x2 + 3y2)a0 + 4(x + y-a,-a2)3- 
4 ( x - y - a, + a2 )3 +
( 2 ( 36 + 7 x2) y3 + 27 y5 +
y ( 36 + 16 x2 + (5 x4) / 3 - 4 x oi|) - 6 ( 6 + x2) a2- 
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■ Τέλειο σύστημα
1/6χ(χ4β + 2χ2(24-3α0 + 4β + 5γ2β) +
3 (- 4 α0 + 4 β + 7y4 β + y2 ( 24 - 6 α0 + 16 β ))) = 0
(Β 1.42α)
y3 ( 4 - 9 α0) - 3 χ2 y (- 4 + α0) - 6 y α„ +
1 / 6y(6 + x2 + 3y2) ( 18 + 5 χ2 + 27 y2) β = 0
(Β1.42β)
Τα διακλαδικά σύνολα Bs (bifurcation sets) ορίζονται από τον ταντόγρονο 
μηδενισμό των εξισώσεων ισορροπίας και της ορίζουσας ευστάθειας Hessian. Η 
σχετική τρίτη εξίσωση έχει ανά σύστημα ως εξής:
■ Μόνο συιιιιετρικη αργικη ατέλεια
Hessiansymm = - 4 / 9 y2 ( 5 x3 β - 3 α, (12 + β) + 3x(12-3α0 + 8β + 7y2β))2 +
(- 2 α0 + 24 α,2 + 2 β + ( 5 χ4 β ) / 6 + ( 7 y4 β ) / 2 - 2 χ α, ( 24 + β ) + 
y2 ( 12 - 3 a,, + 8 β ) + χ2 ( 24 - 3 α„ + 4 β + 5 y2 β ))
(-6(a0-2a12-3β) + (5x4β)/6 + (135y4β)/2-2xa1(12 + β) + 
y2( 12-27α0 + 108 β) + χ2( 12-3 α0 + 8 β + 21 y2 β)) = 0
(Β1.39γ)
■ Μόνο αντισυμμετρική αργικη ατέλεια
Hessianasymm = - 4/9 χ2 ( 21 y3 β - 9 α, ( 4 + β ) + y ( 36 - 9 α„+ 24 β + 5 χ2 β ) )2 +
1/2 (( 5 χ4 β ) / 6 + ( 7 y4 β ) / 2 - 6 y α, ( 4 + β ) + 2 (- α„ + 6 α,2 + β ) + 
y2 ( 12 - 3 α„ + 8 β ) + χ2 ( 24 - 3 α„ + 4 β + 5 y2 β ))
(-6(2α0+ y2( - 4 + 9 α0) + 8 y α, - 4 af ) + ( 5 χ4 β ) / 3 +
9(4 + 3y(8y + 5y3-4a, ))β + 
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Πλήρης αργική «τέλεια
Hessiangen = 1/4 (((5 χ4 β / 3 )+ 7 y4 β - 12 y α2 ( 4 + β ) - 4 χ α, ( 24 + β ) +
4 (- α„ + 12 οΐ|2 + 6 α22 + β ) + y2 ( 24 -6 α0 + 16 β )
+ 2 χ2( 24 - 3 α„ + 4 β + 5 y2 β ( (5χ4β/3)+ 135y4 β — 4χαι ( 12 + β) +
12 (- α0 + 2 ( α,2+ α22 ) + 3 β ) - 12 y α2 ( 4 + 9 β ) +y2( 24 - 54 α„ + 216 β ) +
χ2 ( 24 - 6 α0 + 16 β + 42 y2 β))-16/9 ( 5 χ3 y β - 3 α, (-12 α2 + y( 12 + β)) +
3 x(7y3 β — 3 ot2(4 + P)-t-y( 12-3α0+8β) )Λ2 ) = Ο
(Β 1.41 γ)
■ Τέλειο σύστημα
Hessianperf = 1/36 (- 16 χ 2 y2 ( 36 - 9 α0 + ( 24 + 5 χ 2 + 21 y2) β )2 +
(-36(α0-3β) + 5χ4β + 6χ2( 12-3α0 + 8β + 21 y2 β) +
9 y2 ( 8 - 18 α0 + 72 β + 45 y2 β))
(5χ4β-6χ2(-24 + 3α0-4β-5γ2 β ) +
3(-4α0+4β + 7γ4 β + y2 ( 24 - 6 α0 + 16 β )))) = 0
(Β1.42γ)
Εκκινώντας τον υπολογισμό και την γραφική ανα­
παράσταση των επιφανειών των πολλαπλών καταστροφής και των διακλαδικών 
συνόλων, ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ισορροπίας του τέλειου συστήματος 
(όπως προκύπτει από εφαρμογές τρισδιάστατων γραφικών του Mathematica σε 
συνδυασμό με τον AutoCAD, που φαίνονται στα προγράμματα Mperfect cont.nb και 
MBsperfnb) προέρχεται από τον ταυτόχρονο μηδενισμό των εξισώσεων ισορροπίας 
Β1.42 α,β και παρουσιάζεται γραφικά στα Σχήματα Β1.20, Β1.21 α,β και Β1.22. Κατ’ 
αναλογία, μηδενίζοντας επίσης και την Hessian του συστήματος, καταλήγουμε στο 
γεωμετρικό τόπο των (κρίσιμοιν) διακλαδικών σημείων, ο οποίος παρουσιάζεται στο 
Σχήμα Β1.23. Η μορφή όλων των ως άνω γραφικών απεικονίσεων είναι πλήρως 
εναρμονισμένη και σε εξαιρετική συμφωνία με την διακλαδική ανάλυση που 






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
Σχήμα Β1.20. Επιφάνεια των σημείων ισορροπίας του τέλειου συστήματος, προϊόν του Mathematica 
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(β)
Σχήμα Β1.21. Επιφάνεια των σημείων ισορροπίας του τέλειου συστήματος, προϊόν συνδυασμού των 
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Σχήμα Β1.23. Γεωμετρικός τόπος των (κρίσιμων) σημείων διακλάδωσης του τέλειου συστήματος,
προϊόν του Mathematica.
Όσον αφορά το αρχικά μερικά ατελές σύστημα (είτε με 
μόνο συμμετρική είτε με μόνο αντισυμμετρική αρχική ατέλεια), λόγω του γεγονότος 
ότι υφίστανται δύο ενεργές συντεταγμένες (χ, y) και δύο παράμετροι ελέγχου
[α0 <-» λ, αι ) και επειδή το εκάστοτε πολλαπλό καταστροφής ορίζεται από τον
ταυτόχρονο μηδενισμό δύο εξισώσεων της μορφής Mi(x,y,a0,a]) = 0, i = 1,2, η
χρήση συμβολικών μαθηματικών δύναται να οδηγήσει σε δύο είδη επιφανειών 
πολλαπλών καταστροφής. Το 1° είδος αποτελεί επιφάνεια στο χώρο 
(ws,wa,X)<^> (x,y,a0), η οποία προκύπτει μετά από απαλοιφή της παραμέτρου
ελέγχου at (es ή ea κατά περίπτωση). Αντίστοιχα, το Τ είδος επιφάνειας πολλαπλού 
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λ), ορίζεται στο χώρο (x,y,at) <=> {ws,wa,es ήβα). Πράγματι, όπως αναλυτικά 
παρουσιάζεται στο περιεχόμενο των ομάδων προγραμμάτων [ Vlsym surf.nb, 
MBssymm.nb, ManifSymm.nb\ και [Vtasym surf.nb, MBsAsymm.nb, ManifAsymm.nb], 
τα δύο είδη επιφανειών πολλαπλών καταστροφής υπολογίζονται συμβολικά και 
παρουσιάζονται στις αντίστοιχες ομάδες Σχημάτων [Β1.24 - Β1.28] και [Β1.29 - 
Β1.33], σε συνδυασμό με τις δυνατότητες φωτοσκίασης του AutoCAD.
(β)
Σχήμα Β1.24. Πρώτο (α) και δεύτερο (β) είδος επιφάνειας πολλαπλού καταστροφής του μερικά 
ατελούς συστήματος, με μόνο συμμετρική αρχική ατέλεια (το επίπεδο [\ν5,λ] δεν φαίνεται στο πρώτο
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
Σχήμα Β1.25 (συνεχίζεται)
Λ. Αργοροπούλου
Ε. Εοαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδοο
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(στ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
(ζ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 6
Σχήμα Β1.25 (συνεχίζεται)
Λ. Αργυροποόλοο 129
Ε. Εοαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδου
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(η) Τρισδιάστατη απεικόνιση 7
(θ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 8
Σχήμα Β1.25. Πολλαπλό καταστροφής 1ου είδους του μερικά ατελούς συστήματος με μόνο συμμετρική 
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Σχήμα Β1.26. Φωτοσκιασμένες απεικονίσεις του πολλαπλού καταστροφής του προηγούμενου 
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(α) Κάτοψη
(β) Πλαϊνή όψη 1 
Σχήμα Β1.27 (συνεχίζεται)
Διπλωματική Εργασία
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08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(γ) Πλαϊνή όψη 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
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(στ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
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(η) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
Σχήμα Β1.27. Πολλαπλό καταστροφής 2ου είδους του μερικά ατελούς συστήματος με μόνο 
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(έ)
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(β)
Σχήμα Β1.29. Πρώτο (α) και δεύτερο (β) είδος επιφάνειας πολλαπλού καταστροφής του μερικά 
ατελούς συστήματος , με μόνο αντισυμμετρική αρχική ατέλεια (το επίπεδο [\ν„,λ] δεν φαίνεται στο
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(α) Κάτοψη
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(γ) Πλαϊνή όψη 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 
Σχήμα Β 1.30 (συνεχίζεται)
Λ. Αργυροπούλου
Ε. Εοαγόροο Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδου
143
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ζ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
η) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
Σχήμα Β1.30. Πολλαπλό καταστροφής 10ϋ είδους του μερικά ατελούς συστήματος με μόνο 
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(ζ)
Σχήμα Β1.31. Φωτοσκιασμένες απεικονίσεις του πολλαπλού καταστροφής του προηγούμενου 
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(α) Κάτοψη
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(γ) Πλαϊνή όψη 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
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(στ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
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(η) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
Σχήμα Β1.32. Πολλαπλό καταστροφής 2ου είδους του μερικά ατελούς συστήματος με μόνο 
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(ε)
Σχήμα Β1.33. Φωτοσκιασμένες απεικονίσεις του πολλαπλού καταστροφής του προηγούμενου
σχήματος.
Τα διακλαδικά σύνολα Bs, λόγω της πολυπλοκότητας 
των εξισώσεων που χρειάζεται να μηδενιστούν ταυτόχρονα για να τα ορίσουν, 
δύνανται να υπολογιστούν μόνον υπό μορφή επιφάνειας στο χώρο (χ,y,aj). Τούτο 
καθίσταται εφικτό μέσω συνδυασμού απαλοιφής και αριθμητικής συμβολικής 
επίλυσης μη γραμμικών εξισώσεων, με χρήση ενσωματωμένων διαδικασιών του 
Mathematica. Για το μερικά ατελές σύστημα με es Φ 0, ea = 0 τα σχετικά 
προγράμματα είναι τα Bssymml.nb και Bssymm2.nb, ενώ για το σύστημα με 
es - 0, ea Ψ 0 τα BsAsymml.nb και BsAsymm2.nb. Καθόσον* η εξίσωση μηδενισμού 
της Hessian δίδει δύο συμβολικές εκφράσεις - ρίζες ως προς την παράμετρο 
ελέγχου α() - fi(x,y,aj), ί-1,2, έκαστη των οποίων αντικαθίσταται στην
συμβολική εξίσωση, η οποία αποτελεί προϊόν απαλοιφής του αγ από τις δύο 
εξισώσεις ισορροπίας, παράγεται ένα ζεύγος επιφανειών Bs, η ένωση των οποίων
μορφώνει τη συνολική επιφάνεια του κάθε διακλαδικού συνόλου. Οι εν λόγω 
τελικές σύνθετες επιφάνειες, αλλά και εκείνες που τις παράγουν, αναπαρίστανται
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γραφικά στα Σχήματα Β1.34 - Β1.37 και Β1.38 - Β1.41 για συστήματα με μόνο 
συμμετρική και μόνο αντισυμμετρική αρχική ατέλεια αντίστοιχα.
(es)
(α) Πρώτη επιφάνεια διακλαδικού συνόλου







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(es)
(γ) Πλήρης επιφάνεια διακλαδικού συνόλου
Σχήμα Β1.34. Επιφάνεια διακλαδικού συνόλου του μερικά αρχικά ατελούς συστήματος με μόνο
συμμετρική αρχική ατέλεια.
(α) Κάτοψη
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2 
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(στ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
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(η) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
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(Ο Τρισδιάστατη απεικόνιση 7
(ια) Τρισδιάστατη απεικόνιση 8
Σχήμα Β1.35. Επιφάνεια διακλαδικού συνόλου του σχήματος Β1,34α υπό μορφή τρισδιάστατης 
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(στ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
(ζ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
Σχήμα Β1.36. Επιφάνεια διακλαδικού συνόλου του σχήματος Β1.34β υπό μορφή τρισδιάστατης 
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(α) Κάτοψη
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3 
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(ζ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 6
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(0) Τρισδιάστατη απεικόνιση 8
Σχήμα Β1.37. Πλήρης επιφάνεια διακλαδικού συνόλου (του σχήματος Β1.34γ) υπό μορφή 
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ai(ea)
(α) Πρώτη επιφάνεια διακλαδικού συνόλου
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(γ) Πλήρης επιφάνεια διακλαδικού συνόλου
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.39. Επιφάνεια διακλαδικού συνόλου του σχήματος Β1,38α υπό μορφή τρισδιάστατης 
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(α) Κάτοψη
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.40. Επιφάνεια διακλαδικού συνόλου του σχήματος Β1.3 8β υπό μορφή τρισδιάστατης 
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.41. Πλήρης επιφάνεια διακλαδικού συνόλου (του σχήματος Β1,38γ) υπό μορφή 
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Το πολλαπλό καταστροφής του πλήρως ατελούς 
συστήματος, οριζόμενο από τις σχέσεις (Β1.41α,β), που ουσιαστικά είναι της μορφής 
Mi(x,y,a0,al,a2)= 0, i = 1,2, αποτελεί υπερεπιφάνεια στον τετραδιάστατο χώρο, 
οπότε μόνο προβολές αυτής σε κάποιο χώρο τριών διαστάσεων είναι δυνατόν να 
απεικονιστούν. Σε συνδυασμό δε με το γεγονός αδυναμίας απαλοιφής μιας εκ των 
μεταβλητών x(ws), y(wa), αΙ(βΞ)ήα2(βα) από τις ανωτέρω σχέσεις (λόγω
πολυπλοκότητας αυτών), υφίσταται εκ των πραγμάτων ως μοναδική δυνατότητα αυτή 
της απεικόνισης προβολών του πολλαπλού αυτού είτε στο χώρο 
(x,y,aj)<^> (ws,wa,es), είτε στο χώρο (x,y,a2)<=> (ws,wa,ea) για διάφορες τιμές 
των α2 ή aj αντίστοιχα. Τούτο επιτυγχάνεται μέσω απαλοιφής της παραμέτρου 
ελέγχου του φορτίου α0(λ), κατόπιν δε - σύμφωνα με τα περιεχόμενα των
προγραμμάτων MBsgeneral.nb, mg.nb, mga.nb και mgb.nb του Παραρτήματος - 
αποκτώνται τρισδιάστατες προβολές του εν λόγω πολλαπλού, οι οποίες 
αναπαρίστανται γραφικά στα Σχήματα Β1.42-Β1.63 και Β1,64-Β 1.79.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση I (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.42. Προβολή του πολλαπλού καταστροφής του πλήρως ατελούς συστήματος στο χώρο
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(y) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.43. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.45.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.45. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.35.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.47. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.25.
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25Uliiiii!!!!
tsgiiiiiis«%sm
(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2 
Σχήμα Β1.48 (συνεχίζεται)
Λ. Αργοροπούλοο
Ε. Ευαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδοο
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.49. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.15.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3 
Σχήμα Β1.51 (συνεχίζεται)
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.51. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.05.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.52. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = -0.00 (πολλαπλό καταστροφής του μερικά ατελούς 






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(α) Προϊόν του Mathematica
(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.54. Ως Σχήμα Β! .42 αλλά για e, = 0.05.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.56. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = 0.15.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.58. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = 0.25.
(α) Προϊόν του Mathematica 
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.61. Ως Σχήμα Β1.42 αλλά για es = 0.40.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.64. Προβολή του πολλαπλού καταστροφής του πλήρως ατελούς συστήματος στο χώρο
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.66. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για βα = -0.25.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.68. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για ea = -0.15.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.71. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά γνα ea = -0.00 (πολλαπλό καταστροφής του μερικά ατελούς 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.72. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για ea = 0.025.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
Σχήμα Β1.74. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για ea = 0.10.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.76. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για ea = 0.20.
(α) Προϊόν του Mathematica 






Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)
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(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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(α) Προϊόν του Mathematica
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(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
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(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
Σχήμα Β1.78. Ως Σχήμα Β1.64 αλλά για ea = 0.30.
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1 (συνδυασμός Mathematica και AutoCAD)







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4 
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Τέλος, τα διακλαδικά σύνολα Bs του πλήρως ατελούς 
συστήματος ορίζονται από τις σχέσεις (Β1.41α-γ), που είναι της μορφής
Bsi(x,y,a0,aI,a2)=Bsi(ws,wa,X,es,ea) = 0 , ΐ = 1 + 3
Πρόκειται περί ιδιαίτερα πολύπλοκων - πεπλεγμένων πολυωνυμικών συναρτήσεων 
των δύο ενεργών συντεταγμένων και των τριών παραμέτρων ελέγχου, οι οποίες για 
καθαρά εποπτικούς λόγους επαναλαμβάνονται κατωτέρω:
]_
21
- 2χ(λ + χ2 + 3y2)a0 + 8(x - a, )3 + 4(χ + γ-α] - α2 )3 + 4(x - y - αχ + α2 )3 + 
—(x5 + 2χ3(4 + 5y2)-6χ2α, -ό{2 + y2^ja] +3x(4 + 16>>2 + ly*\2ya2))β
-0
-6>>(2 + ;t2 + 3y2)a0 + 4(χ + y-at -a2f -4(χ- y-at +α2)3 +
-6(ό + χ2)α2 -54>>2α2
ί s 4 Λ




+ 135y4β - 4xaI(l2 + β)
+
+ 7y4β - 12ya2(4 + β)
+ 4^- gcq + 12a2 + 6a2 + βj 
+ y2(24-6a0 + 16fi)
(+ 2x2(24 - 3a0 +4β + 5y2β)
{?x3yfl - 3ai(- 12a2 + y(l2 + /?)) + 3x(7y3 β - 3a2(4 + β)+γ(ΐ2 - 3a0 + 8β)$
12^-ao +2(af + a2)+ 3β)~ 12ya2(4 + 9β) J. 
+ y2(24 - 54a0 +216β)




Σύμφωνα και με τα περιεχόμενα της §2 του Κεφαλαίου Α, και ιδιαίτερα σε ότι αφορά 
τις Καταστροφές Υπερβολικού και Ελλειπτικού Λώρου, η πιο εύχρηστη και 
ταυτόχρονα ιδεώδης - από πλευράς δυνατότητας ποιοτικής ανάλυσης - απεικόνιση 
παρόμοιων επιφανειών διακλαδικών συνόλων, είναι αυτή στο χώρο των παραμέτρων 
ελέγχου (aQ,a/,a2) = (λ,β5,βα). Προς επίτευξη του σκοπού αυτού, για την παρούσα 
περίπτωση, θα πρέπει κανείς να προβεί σε απαλοιφή των ενεργών συντεταγμένων 
από τις ως άνω εξισώσεις, μέσω της οποίας το τελικό προϊόν θα ήταν μια έκφραση 
της μορφής Bs(aQ,aj,a2) = 0, που θα αντιπροσώπευε την επιθυμητή επιφάνεια στον
χώρο των παραμέτρων ελέγχου. Όμως, κάτι τέτοιο δεν κατέστη δυνατόν, με χρήση 
των υπολογιστικών δυνατοτήτων ενός προσωπικού Η/Υ σε συνδυασμό με το 
Mathematica, λόγω της πολυπλοκότητας των ως άνω σχέσεων. Στη διεθνή 
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πεπλεγμένων επιφανειών, αλλά ανεπτυγμένο σε άλλα υπολογιστικά περιβάλλοντα, 
βασισμένα στο Unix (όπως OSF Motif, X-Windows, Irix), πρόσβαση στα οποία δεν 
κατέστη εφικτή, αλλά και εκφεύγει κατά πολύ των σκοπών της παρούσας 
Διπλωματικής Εργασίας.
(H) Συσχετισμός με τα ευρήματα της Θεωρίας Διακλαδώσεων
1. Γενικά
Με το εδάφιο αυτό ολοκληρώνεται η ανάλυση του όλου 
προβλήματος μέσω της Θεωρίας των Καταστροφών, με τον συσχετισμό των 
ευρημάτων αυτής με τα αντίστοιχα της Διακλαδικής Θεωρίας (δηλ. της μη γραμμικής 
στατικής ανάλυσης ευστάθειας). Το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στο αρχικά μερικά 
ατελές σύστημα (τόσο με μόνο συμμετρική όσο και με μόνο αντισυμμετρική αρχική 
ατέλεια), για το οποίο έχει προηγηθεί πλήρως παραμετροποιημένη ανάλυση, ενώ 
παρατίθενται και ορισμένες ποιοτικές επισημάνσεις, που αφορούν το πλήρως αρχικά 
ατελές προσομοίωμα.
2. Μερικά αργικά ατελές σύστημα με ΜΟΝΟ συμμετρική
αργικη ατέλεια (e.^O, e„=0)
Επιλέγεται το δεύτερο είδος επιφάνειας πολλαπλού 
καταστροφής Μ- στο χώρο wa, es\ - του Σχήματος Β1.24β και αναπαρίσταται εκ 
νέου γραφικά μέσω τρισδιάστατων γραφικών απεικονίσεων, στις οποίες επίσης 
σημειώνονται τόσο τα κρίσιμα σημεία Σι, Σ'ι, Cjmp, Si, C2imp, C3 ""ψ των Πινάκων B1 
και Β2 (καθώς και τα κρίσιμα σημεία του τέλειου συστήματος), όσο και τα 
χαρακτηριστικά επίπεδα es = ef=0.0691, es = -e/'=-0.0679 και es = 0.025. Οι 
απεικονίσεις αυτές παρουσιάζονται στο Σχήμα Β1.80, απ’ όπου προκύπτουν ατα 
ακόλουθα συμπεράσματα - διαπιστώσεις, τα οποία επιβεβαιώνουν πλήρως την 
ορθότητα των αποτελεσμάτων της Διακλαδικής ανάλυσης της §ΒΕ2γ(1) της 
παρούσας.
■ Καταδεικνύονται με σαφήνεια οι αλληλοσυνδεόμενες 
και μη διπλές αιχμές και διαπιστώνεται άμεσα η πολλαπλή ύπαρξη των πέντε 
χαρακτηριστικών ιδιοτήτων της στοιχειώδους ανωμαλίας τύπου διπλής αιχμής
(§Α2.2ε).
■ Υφίσταται έκδηλη η μερική διάσπαση της συμμετρίας 
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■ Υπάρχει πλήρης ταύτιση των προϊόντων της τομής 
του πολλαπλού καταστροφής Μ με το επίπεδο es = 0.025 με τους δρόμους ισορροπίας 
των Σχημάτων Β1.9α και Β1.10.
■ Τα επίπεδα es = escr και es = -efr εφάπτονται της 
επιφάνειας Μ και μεταξύ αυτών περικλείονται οι διακλαδώσεις που προέρχονται από 
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(β) Τρισδιάστατη απεικόνιση 2
(γ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 3
Λ. ΑργνροποόλοΌ
Ε. Ευαγόρου Διπλωματική Εργασία
Β. Μαρινίδοσ
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
















: e = ecrs s
: es = 0.025
:es = ■e.
|CΓ
(δ) Τρισδιάστατη απεικόνιση 4
(ε) Τρισδιάστατη απεικόνιση 5
Σχήμα Β 1.80. Επιφάνεια του πολλαπλού καταστροφής του Σχήματος Β 1.24.β 
με τα κρίσιμα σημεία (Σ,, Σ',, C/mp, S,, C2‘mp, C3 "mp) 
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3. Μερικά αργικά ατελές σύστημα ιιε ΜΟΝΟ αντισυμμετρική
αργική ατέλεια (e<=0, e,2^0)
Κατ’ αναλογία με την προηγούμενη περίπτωση, 
αναπαρίσταται εκ νέου γραφικά το 2° είδος επιφάνειας πολλαπλού καταστροφής Μ 
(στο χώρο [w,, wa, e«]) του Σχήματος Β1.29β. Στις τρισδιάστατες γραφικές 
απεικονίσεις αυτού σημειώνονται και εδώ τόσον τα κρίσιμα σημεία του τέλειου 
συστήματος, τα κρίσιμα σημεία Σ2, Σ'2, C4'mp, C/m,\ S2, C4"mp των Πινάκων Β3 και 
Β4, όσον και τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά επίπεδα e„ = eacr = 0.101163, ea = -e</r= 
-0.101163 και ea - 0.025. Όπως δε προκύπτει από το Σχήμα Β1.81, που 
παρουσιάζονται οι εν λόγω απεικονίσεις, επιβεβαιώνονται πλήρως τα αποτελέσματα 
της Διακλαδικής ανάλυσης της §Β1,2γ(2) της παρούσας, καθόσον ισχύει ότι:
■ Οι αλληλοσυνδεόμενες και μη διπλές αιχμές 
καταδεικνύονται σαφώς, ενώ άμεσα διαπιστώνει κανείς την πολλαπλή ύπαρξη των 
πέντε χαρακτηριστικών ιδιοτήτων της στοιχειώδους καταστροφής τύπου διπλής 
αιχμής, όπως αυτές παρατέθηκαν στην §Α2.2ε της παρούσας.
■ Παρατηρείται η μερική διάσπαση της συμμετρίας και 
η εξ αυτής γένεση διακλαδώσεων εντός και εκτός επιπέδου.
■ Η τομή του πολλαπλού καταστροφής Μ με το επίπεδο 
ea = 0.025 παράγει καμπύλες, οι οποίες ταυτίζονται με τους δρόμους ισορροπίας των 
Σχημάτων Β 1.15α και Β1.16.
■ Τα επίπεδα ea = e„cr και βα = -<?/' εφάπτονται της 
επιφάνειας Μ και περικλείουν τις διακλαδώσεις οι οποίες προέρχονται από την 
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(α) Τρισδιάστατη απεικόνιση 1
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B.2. ΝΕΑ ΕΥΡΗΜΑΤΑ - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ
ΓΙΑ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ
Β.2.1. Νέα ευρήματα και συμπεράσματα της όλης εργασίας
Τα σπουδαιότερα νέα ευρήματα και συμπεράσματα της παρούσας 
Διπλωματικής Εργασίας είναι τα ακόλουθα:
1. Το μη γραμμικό διβάθμιο προσομοίωμα που αναλύθηκε 
διεξοδικά παρουσιάζει ιδιάζουσα μεταλυγισμική συμπεριφορά, η οποία για ορισμένες 
τιμές των παραμέτρων που υπεισέρχονται, σχετίζεται με απομακρυσμένες 
μετακρίσιμες διακλαδώσεις, οι οποίες συνδέουν τους δευτερεύοντες συμμετρικούς 
και αντισυμμετρικούς κλάδους ισορροπίας και επηρεάζουν την ευστάθεια αυτών. 
Υφίσταται συνεπώς ο κίνδυνος αιφνίδιας (μη αναμενόμενης) μετάβασης - άλματος 
από λυγισμό μιας κανονικής μορφής σε λυγισμό δύο κανονικών μορφών και 
αντίστροφα, που αποτελεί σπουδαιότατο εύρημα για λόγους δομοστατικού 
σχεδιασμού. Μάλιστα, η πιθανότητα εμφάνισης παρόμοιων φαινομένων έχει 
αναφερθεί στη βιβλιογραφία, όσον αφορά το λυγισμό ορθότροπων ορθογωνικών 
πλακών (και άλλων απλών δομικών στοιχείων), γεγονός που καταδεικνύει τόσο την 
ορθότητα επιλογής του συγκεκριμένου προσομοιώματος, όσο και την ακρίβεια των 
αποτελεσμάτων της Διακλαδικής (τόσο ακριβούς όσο και προσεγγιστικής) ανάλυσης 
αυτού.
2. Η εισαγωγή αρχικών ατελειών στο όλο σύστημα (είτε μόνο 
συμμετρικών είτε μόνο αντισυμμετρικών) οδηγεί σε μερική διάσπαση της 
συμμετρίας, η οποία γεννά περίπλοκες διακλαδοόσεις, οι οποίες σχετίζονται με 
πολλαπλές αλληλοσυνδεόμενες και μη ανωμαλίες τύπου διπλής αιχμής, ανάλογα με 
την τιμή της εισαχθείσας αρχικής ατέλειας. Και εδώ συνεπώς υφίσταται, παρόλη την 
ύπαρξη αρχικής ατέλειας, ο κίνδυνος αιφνίδιων μετακρίσιμων αλλαγών της 
συμπεριφοράς του συστήματος, φαινόμενο που δεν απαντάται σε άλλα ατελή 
συστήματα (που συνήθως σχετίζονται με απώλεια της ευστάθειας τους μέσω μόνο 
οριακών σημείων). Η πλήρως παραμετρική μη γραμμική ανάλυση ευστάθειας του 
μερικά αρχικά ατελούς προσομοιοόματος παρήγαγε αποτελέσματα, τα οποία 
επιβεβαιώνονται πλήρως από την ανάλυση μέσω της Θεωρίας των Καταστροφοόν, η 
οποία κατέδειξε ανωμαλίες μη κατατασσόμενες σε μια από τις στοιχειώδεις επτά, 
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3. Η εισαγωγή μιας τυχαίας πλήρους αρχικής ατέλειας, 
θεωρούμενης είτε ως συνολική διαταραχή του τέλειου συστήματος, είτε ως μερική 
διαταραχή του μερικά αρχικά ατελούς συστήματος, οδηγεί στην μετάπτωση των 
σημείων διακλάδωσης σε οριακά σημεία, μέσω πλήρους διάσπασης της συμμετρίας. 
Μέσω μιας χαρακτηριστικής αριθμητικής εφαρμογής καταδείχτηκε εκ νέου πλήρης 
ταύτιση των αποτελεσμάτων της Διακλαδικής Ανάλυσης με αυτά της Θεωρίας των 
Καταστροφών, με την τελευταία να αποκαλύπτει την ύπαρξη μιας σύνθετης 
υψηλότερης τάξης ανωμαλίας, που διαθέτει όλα τα χαρακτηριστικά της αντίστοιχης 
ανωμαλίας διπλής μορφής αιχμής (double cusp), η οποία έχει αναφερθεί σχετιζόμενη 
με τον λυγισμό πλακών. Τούτο επαληθεύει και πάλι την ορθότητα τόσο της 
επιλεγείσας προσομοίωσης όσο και της όλης ανάλυσης.
4. Η χρήση συμβολικών μαθηματικών (σε συνδυασμό με ειδικό 
λογισμικό τρισδιάστατης απεικόνισης επιφανειών) έδωσε την δυνατότητα άμεσου 
υπολογισμού της ευστάθειας των σημείων ισορροπίας και των κρίσιμων σημείων του 
συστήματος, αλλά και της αναπαραγωγής και γραφικής παράστασης των 
διαταγμένων διακλαδώσεων, των επιφανειών πολλαπλών καταστροφής και 
διακλαδικών συνόλων αυτού, μέσω των οποίων κατέστη εφικτή η επιβεβαίωση των 
αποτελεσμάτων της μη γραμμικής στατικής ανάλυσης ευστάθειας καθώς και ο 
αποτελεσματικός έλεγχος της αξιοπιστίας όλων των ευρημάτων, σε σχέση με 
υπάρχοντα αποτελέσματα της διεθνούς βιβλιογραφίας.
Β.2.2. Προτάσεις yia μελλοντική έρευνα
Με βάση όλα τα ανωτέρω εκτεθέντα, οι υπεύθυνες για την εκπόνηση 
της παρούσας εργασίας και ο επιβλέπων αυτής προτείνουν τα ακόλουθα, όσον αφορά 
μελλοντική έρευνα, η οποία απορρέει από το περιεχόμενο της διπλωματικής:
1. Μη γραμμική στατική ανάλυση ευστάθειας και εν παραλλήλω 
μέσω της Θεωρίας των Καταστροφών του όλου συστήματος, θεωρούμενης και της 
αδιάστατης παραμέτρου β ως επιπρόσθετης παραμέτρου ελέγχου.
2. Πλήρως μη γραμμική δυναμική ανάλυση της συμπεριφοράς του 
προσομοιώματος υπό φορτίο της μορφής P(t) = Pf(t), όπου η συνάρτηση f(t) 
λαμβάνει είτε σταθερή τιμή (φορτίο βήματος άπειρης διάρκειας), είτε αποτελεί 
ημιτονοειδή διέγερση. Μελέτη και κατάταξη των τροχιών, εύρεση των μη γραμμικών 
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την εξέταση πιθανής ύπαρξης εσωτερικοόν ή παραμετρικών συντονισμοόν, που 
οδηγούν σε χαοτικής μορφής κινήσεις.
3. Τοπική και καθολική δυναμική διακλαδική ανάλυση με απώτερο 
σκοπό τη διερεύνηση της συμπεριφοράς σταθερής κατάστασης του συστήματος αλλά 
και την αναγνώριση διακλαδώσεων περιοδικών τροχιών και άλλων περίπλοκων 
δυναμικών φαινομένων, όπως ελλειπτικών τροχιών, ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ 
μορφών κλπ.
Β.3. ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ
Οι υπεύθυνες για την εκπόνηση της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας και ο 
Επιβλέπων αυτής ευχαριστούν θερμά τον Αν. Καθηγητή του Τμήματος Πολιτικών 
Μηχανικών του Πανεπιστήμιου Θεσσαλίας κ. Αντώνη Γιαννακόπουλο για την 
συμπαράσταση του και τις εύστοχες παρατηρήσεις του καθώς και τον Ακαδημαϊκό 
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Κρίσιμα σημεία, nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
.·♦ >.*. '-'Κε. *-VvJ
c3, c4, c5, c6J
τνποι κρισίμβν σημείβν", "Section"! 
y, -xA2-yA2}, {x, -3, 3},
StyleForm[ "Μέγιστο -χΛ2-γΑ2\ή*, 
eight -» Bold] , BoxRatioe-» {1, 1, 1.5}]; 
y, xA2 + yA2], {χ, -3, 3], {y, -3, 3}, 
PlotLabel-» StyleForm]’Ελάχιστο xA2+yA2\n",
FontSize-» 12, FontWaic^it-» Bold] , BoxRatioe-» {1, 1, 1.5}]; 
c3 = ParamatricPlot3D[{x, y, xA2-yA2]r {χ,ί-3, 3], {y, -3, 3}, 
PlotLabel-» StyleForm[ "Σημεiο σέλας xA2-yA2\n",
FontSize-» 12, FontWeight-»Bold] , BoxRatioe-» {1, 1, 1.5}]; 
c4 = ParaaietricPlot3D[{x, y, xA3 - 3*x*yA2}, (x, -1, 1.5}, {y, -1, 
PlotLabel -» StyleForm["Σύνθετη Σέλα xA3 -3 x y^Xn’,
FontSize-» 12, FontWaight-»Bold] , BoxRatioe-» {1, 1, 1.5}]; 
c5 = ParaaietricPlot3D[{x, y, xA2}, {x,-l,l}, {y, -2, 2}, 
PlotLabel-» StyleForm["Απλό κρίσιμο σημείο xA2\n\n*,
FontSize-» 12, ForrtWeight -» Bold] , BoxRatioe-» {1.5, 1, 1.5}]; 
c6= ParametricPlot3D[{x, y, xA2*yA2}, {x, -5, 5}/{y, -5, 5}/ 
PlotRange-» {{-5, 5], {-5, 5], {O, 2}), PlotPointe -» 30, 
PlotLabel -♦ 3ίγ1βΡοπη[’Ζϊύνθετο κρίσιμο σημείο xA2 γ^Χη’ , ΐ - 
FontSize-» 12, FontJfeight-»Bold] , BoxRatioe-» {1, 1, 0.35}];
1},
Διάφοροι τόποι κρίσιμων σημείων
Λ. Αργορσπούλοο 
E. Eoayopoo 
B. Maptuidoo ΑατΧωματική Εργασία
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Κρίσιμα σημεία, nb
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematics
Καταστροφές, nb
StylePrintf"Διάφοροι τύποι στοιχειοδάν καταστροφών", "Title"]
StylePrint["l. Καταστροφή τύπου πτύχβσης (fold) - Α2" , "Subtitle"]
. ι ' ί "·■■ ■ " ;.· -bil:'
Germ= j xV
Perturbation = a x; . V
<&· i' J *'x*· i*-' "* ,-r £■ ’ ·'/’ \ ,V ' r ' ■“> *_·
CatFold = Germ + Perturbation;
FixedPointList[D[#l, x] £, CatFold] :
PCatFoldl = Plot [Germ, {x, -2, 2], PlotLabel ->
StyleForm["Επέρμα της καταστροφής\η τύπου πτύχωσης - A.2\\n\n", FontSize-*16, 
Fontcolor -» RGBColor[0, 2, 0]], AxesLabel-> {"x", "F(x,y)"}, TextStyle ->
, ' {FontWeight-» "Bold", FontColor->RGBColor[0, 0, 0.8], FontSize ->14}];
PCatFold2 = ParametricPlot3D[{a, CatFold, x], {a, -20, 20],
(x, -10, 10), PlotPoints-» 50, BoxRatios-> {1, 1, 1.},
. PlotRange -> {{-10, 10), {-25, 25), {-10, 10}}, Viewpoint-> {-4.000, 1.330, 2.220}', ' 
PlotLabel -> StyleFonn[" Καταστροφή λ»2v\n Πτύχωση Whitney",
FontSize -» 16, FontColor -> RGBColor[0, 2, 0] ] , AxesLabel -> {"a" , "b" ,. "x"}, ' - ' ,
TextStyle -» {FontWeight -> "Bold" , FontColor -> RjGBColor [0, 0, 0.6], FbntSize -> 14 } ]
·■ ·.,· .· .-*;r ···'*:*·'_■· .φ ; ■ r.* ■£.-*·■. .·.■·*
ϊ I ·;?.:■ ■·: ■ ,.·.·.·'· ·■ :· jk K'v ·:- ' ! -;i ; , :
StylePrint["2. Καταστροφή τύπου αιχμής (cusp) - A3", "Subtitle"]
1 , '
Germ = —x"; - , , 0·- ■ ;"'"v t \. 44;..·, ■··„■< V:'"..·■ ' 'i' - ' -Λ V.■·...« «.v*
Perturbation = -j ax2 +bx; . i
CatCusp = Gem ♦ Perturbation; .
PCatCusp = Plot [Germ, {x, -2, 2}, PlotLabel ->
StyleForm[" Επέρμα της καταστροφής\η τύπου αιχμής (cusp) - λ,3\\n\n",
.·ν4· Τν* --t· r )t ·
FontSize-» 16, FontColor -> RGSColor[0, 2, 0]],
AxesLabel -> {"x" , "F(x,y) " } , TextStyle -> {FontWeight -> "Bold" ,’i ···♦ V-V4* * ■ · t ·' i.{-l'”-·
FontColor-» RGBColor[0, 0, 0. 6] , FontSize-> 14}];
'·' ,ί
Kb' ‘3((l)l }' -2'2}rPCatCusp =ParametriePlot
PlotLabel -> StyleForef "Καταστροφή - A,3\ \n Διπλή Αιχμή\η\η" , FontSize -» 16, 
FontColor->RGBColor[0, 2, 0]], AxesLabel-> {’x*, "F(x,y)”}, TextStyle-» 
{FontWeight -> "Bold", FontColor -> RGBColor[0, 0, 0.6], FontSize -» 14}] ; 
StylePrint["3. Καταστροφή τύπου χέλιδονοουράς (swallowtail) - Α4*, "Subtitle"]
Germ = —χ5;
5-ν " ‘ ~ ; .’.?5 ·* '’'V.'-!
Perturbation = — ax3* — b χ2 + c χ;
3 ,’ ' 3 ·.·
CatSwallowTai 1 = Germ* Perturbation;
FixedPointList[D[*l, x] £,CatSwallowTail]
Plot [Gera, {x, -2, 2), PlotLabel ->
StyleFormf" Επέρμα της καταστροφής \n τύπου χέλι δονοουράς - Kt\ \n\n",
FontSize -» 16, FontColor-> RGBColor[0, 2, 0]], AxesLabel-» {"x", "F(x,y)"}, 
TextStyle -» {FontWeight -» "Bold" , FontColor -> RjGBColor [0, 0, 0.6], FontSize -» 14}] 
PCatSwal lowTail = Parametri cPl ot3D [ { - 4 xA3 - 2 ax, a, 3xA4*axA2},
{x, -1, 1}, {a, -1,1}, PlotRange-» {{-1, 1}, {-1,1), {-.3, 1}},
PlotLabel-> StyleFone[" Καταστροφή A., \ \n τύπου χέλι δονοουράς" , FontSize -» 16, 
FontColor -»RGBColor[0, 2, 0]}, AxesLabel-» {"b", "a""c”}, TextStyle-» 
{FontWeight -» "Bold", FontColor-» RGBColor{0, 0, 0.6], FontSize -» 14}] / 
TCatSwallowTail = Table [ParametricPlotf {-4 χΛ 3 - 2 a x, 3 χΛ 4 + a xA 2} ,
{x, -1, 1}, PlotRange-» {{-.8, .8}, {-.2, .8}},
Axes -» False, Frame -> True] , {a, -1, .6, .2}] ;
Eoay6L 
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'Ϊγ,. ■ 2
V StylePrint[ " 4. Καταστροφή τύπου wallet - D+4","Subtitle"]
Germ = χ2 y +—γ3; . ■ j ;·ί',·
3 v : ,·■■- w.
Perturbation = a (γ3 - χ2 ) tbx + oy;
CatWallet = Germ + Perturbation;
Plot3D[Germ, {x, -2, 2), {y, -2, 2), BoxRatios -> {1, 1, 1.3},
PlotLabel -> StyleForm[" Σπέρμα καταστροφής \n τύπου wallet - D.4\n\n" ,
FontSize -♦ 16, FontColor -> RGBColor[0, 2, 0] ] , AxesLabel -> {"x" , "y" , "F(x,y) " }, 
TextStyle -> {FontWeight -> "Bold", FontColor -> RjGBColor[0, 0, 0.6], FontSize -> 14}] 
D [CatWal let, x]
D [CatWal let, y] J ;
PCatWal let = .
ParametricPlot3D[{{-aA2 (Sinh[2 t] + 2Sinh[tJ), a, -aA2 (Coeh[2t] -2Cosh[t])}, 
{-aA2 (Sinh[2 t] - 2 Sinh[t]) , a, -aA2 (Cosh[2 t] + 2 Cosh[ t] ) } } ,
(t, -Pi, Pi}, {a; -1, 1), BoxRatios-» {1, 2, 1.3}, - ^
PlotLabel -> StyleForm[" Καταστροφή D,4\\n τύπου wallet", FontSize-» 16, :
FontColor -> RGBColor [0, 2, 0] J , AxesLabel-> {"b", "a", "c"}, TextStyle->
•:. w> (FontWSaight-> "Bold", FontColor-> RGBColorfO, 0, 0.6], FontSize -> 14}] ; 
StylePrint["5. Καταστροφή τύπου πυραμίδας - D-4","Subtitle"]
6arm = x2y- jY*i
Perturbation = a (y3 + x2) tbx + cy;
Cat Pyramid = Germ» Perturbation;
Plot3D[Germ, (x, -2/ 2}, (y, -2, 2}, BoxRatios -> {1, Xr 1},.
PlotLabel -> StyleForm[" Σπέρμα καταστροφής\π τύπου πυραμίδας - D„4\ \n\n" ,
FontSize-» 16, FontColor -> RGBColor[0, 2, 0]] , AxesLabel -> {"x*, "y" , "F(x,y>"}, 
TextStyle -> [FontWeight-> "Bold", FontColor ->RGBColor[0, 0, 0.6J, FontSize -> 14}] 
D[CatPyramid, χ] ; :v.: Λ, +Υ.
D [CatPyramid, y]
PCatPyraad.il =
ParametricPlot3D[{aA2 (Sin[2t] -2Sin[t]), a, aA2 (Cos[2t] »2Cos[t])},
{t, -Pi, Pi}, {a, -1, 1}, BoxRatios-> {1, 2, 1.3}, PlotRange -> All,
PlotLabel -> StyleFormf" Καταστροφή D_4\\n τύπου πυραμίδας\η" , FontSize-» 16, 
FontColor -> RGBColor [0, 2, 0]J, AxesLabel-> {"b", "a", "c"}, TextStyle-> 
{FontWoight -> "Bold" , FontColor -> RGBColor[0, 0, 0.6] , FontSize -> 14}] ;
Διάφοροι τύποι στοιχειωδών 
καταστροφών
1. Καταστροφή τύπου πτύχωσης (fold) - Α2
xj
(axt —, a + x2, 2 χ, 2, 0, θ|
Λ. ΑργοραπούΧου 
Ε. Ευαγόραν
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Σπέρμα της καταστροφής 
τύπου χέλι δονοουράς - Α+4
F(x,y)
■' ϋΐ 0.015 |
’ - „ ’ - ·. I ν.
'■ ν ν'·' ' 0.01 / :·
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·5£* 0.005 /
J
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-0.01
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ClearAll[Θ1, Θ2, β, wl, w2, el, β2, Uc, Uk, Λ, Q, ζ, ca, do, cl, c2, c3, c4, c5, 
c6, ma, mb, el, s2, *3, «4, s5, >6, Q, B, ws, wa, es, ea, Vsa, Vp, Vps, Vpa,
; Vl'x, V12, V21, V22, M, StDet, SePathl, Stl, Pearl, SePath2, 3t2, Pcr2, tt]
StylePrint["A. Παράγοντες και μεγέθη TOW προβλήματος1',’Title*J 
StylePrint[’ΦορτίοP*, ’Section"]
StylePrint["Μήκος αβαρών ράβδων : , ’Section’]
StylePrint["Δυσκαμψία ατροφικών ελατηρίων : c’, ’Section”]
StylePrint[’Δυσκαμψία εκτατικών ελατηρίων ελικοειδούς τύπου : k* , ’Section’] 
StylePrint [’Βαθμοί ελευθερίας - γενικευμένες συντεταγμένες : W1 , W2", ’Section"] 
StylePrint ["Αρχικές ατέλειες : Ε1 , Ε2", ’Section"]
StylePrint [Ά δίαστατοποίηση", "Subtitle"]







El Ε2 ; . «2= — ·,Ρ C
, , k/*: ' *~k/* ' ~ k/* ' / * ' ,Τ~ : * .
ίί. "pieplayFonula" J, :· '; ..·
StylePrint[”B. Μη γραμμική προσεγγιστική ανάλυση ευστάθειας","Title"] 
StylePrint["Β.1. Υπολογισμός συνολικού δυναμικού του συστήματος","Subtitle’] 
StyieEkint[ , „···'..' ■ ?':■ -
t-ι - · ·' ·. - . λ,·;ίΐν'···' V ■· (' "ί - r ' , t-V' .;’ ·
"Β.1.1. Αδιάστατη Ενέργεια Πιχραμόρφοσης λόγο των εκτατικών ελατήριων : Uk",
; "Subsubtitle" ] \
el) + (w2 - e2)
--------------^ ----------------—)4+ (w2-e2)4)'
t '«' ■
StylePrint [’Uk = — ( (υ1-β1)·*+2 (—------
7 "DisplayFormula" J
StylePrint["B.1.2. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης 
λόγω τβν ατροφικών ελατηρίων : Uc", "Subsubtitle"]
• ι -i-i ?!·- ■
StylePrint ["Uc = —/3(©f +θ§)", "DisplayFormula" ]
Print["όπου” J ·'$
StylePrint[ ■'■/·■/.;v
"θι = (arcsin(wl)-arcein(el))-(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el))", "DisplayFormula"] 
StylePrint["Θ2 = (arcsin(w2)-arcsin(e2))+(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el))», 
"DisplayFormula" j .
StylePrint["B. 1.3. Αδιάσταστατο έργο εξωτερικόν δυνάμεων : Q", "Subsubtitle"] 
StylePrint["Q = -λ(λ/ 1 - el2 +-\f 1 - (e2 - el)* +ή/1 - e22 -
1 - wl2 -λ/ 1 - (w2 - wl)2 1 - w2*)", "DisplayFormula”] .
StylePrint["B.1.4. Ευνολικό Δυναμικό : 2 = Uc + Uk + Q", "Subsubtitle"] 
ca = Normal [Series [ArcSin[z] , [z, 0, 4}]]; ^
cb = Normal[Series[ArcSin[z], [z, 0, 2}]];
cl = ca/. z-» wl; -i '-h'·· "v f ;· '-::h ... ( ■- ;i'>IS . ,·'.-· . r r.·■■;·'.·■; ■ ·;
c2 = cb/. z-»el; ■ ' . Λ
c3 = ca/. z -» (w2-wl);‘
c4=cb/. z -» (e2 - el) ; .:■·■
c5 = ca/. z-»w2; 
c6 = cb /. z -*e2;
Θ1 = cl - c2 - c3 + c4; . ; :
·>; .. »*·: .fii-' > ;r ·· ·, 1- .·. ·· ·.· ·ν.·ν ,.-'.· ·*■ , · , vL'·-’'"’ - ·'-··-
Θ2 = c5 - c6 + c3 - c4 ;
Uc = — β (Θ12 + Θ22 } ;
.Γ 2 ‘ ‘·ν Γ; ··.·'-.'■· ; · ■
ma = Normal [Series [ V1 - x2 t {x, 0, 4}]]; .·
mb = Normal [Series[V1 -x2 , (x, 0, 2}]];
si = mb /. x-» el; :Ki\. r’.’·■./ ■
β2 =πΛ>/. x-» (e2-el); ·..,·* · r '
s3 = mb /. x -» e2; ■ V ... ■ ■ f y'<
A ΑρρορσποόΧΰο 
E. Eoayopoo 
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■ · K..\ ..
si = ma /. x -♦ wl;
s5 = ma /. x -» (w2 -wl);
s6 = ma/. x-»w2;
Οχ -Λ (si + s2 + s3- *4- *5 - s6) ;'
(wl - el) + (w2 - e2)Ok = i i(Wl-.l)4 + 2 (-
* ■ - :'V . - ■■
J + (w2-e2)4J;
S = FullSimplify[Uc + Ok + Q)
StylePrint}"B.1.5. Μετασχηματισμός συντεταγμένων
σε συμμετρική και αντισυμμετρική παραμόρφωση","Subsubtitle’]
. wl + w2 wl - w2






οπότε el = es ♦ ea rat e2 = es - ea",
2 2
- "DisplayFonnula" J
■' ' **V. ' t- 1 ; ■ . ■ - -■>/ · i’ ■ , '*■V. \ ->
StylePrint}"B.1.6. Ευνολικό Δυναμικό Ατελούς Ευστήματος μετά τον μετασχηματισμό”, 
”Subsubtitle" ] ; . ‘ "
Vsa = FullSimplify[S /. (wl -*w* + wa, w2 -» ws - wa, el -» es + ea, e2 -» es - ea}}
StylePrint} ■ , ··... ·^%
”B. 1.7. Ευνολικό Δυναμικό Τέλειου Ευστήματος Vp μετά τον μετασχηματισμό”,
." Subsubtitle" J
Vp = FullSimplify[Vsa /. {es -» 0, ea -» 0} ] Ϊ.Γ '
StylePrint[”B.2. Εξισώσεις ισορροπίας - ορίζουσες ευστάθειας”, "Subtitle") 
StylePrint}"Β.2.1. Εξισώσεις ισορροπίας", "Subsubtitle")
Ίη εξίσωση :
βγρ




·;<■ * . * ίίξ.;· 0ws
Vps = FullSimplify[fl„ V)»]
Vpa - FullSinipl l fy}0n VpJ
StylePrint["B.2.2. Ορίζουσες Ευστάθειας" , "Subsubtitle")
Vll = FullSimpl ify[a„ Vps]
V12 = Vps;




StDet = FullSimplify[Det[M] ]
StylePrint}
"B.2.3. Πρώτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας ws^0,wa=0(συμμετρική παραμόρφωση) 
και υπολογισμός του αντ ίστοίχου σημείου διακλάδβσης", "Subsubtitle”)
SePathl = Full Siiqplify [Vps /. wa-» 0]
Stl = FullSimplify[Solve[SePathl = 0, λ))
Perl = Stl /. we -»a
StylePrint}"B.2.4. Δεύτερος δευτερευβν δρόμος
ισορροπίας ws=0,wa#0(avTισυμμετρική παραμόρφωση) και 
υπολογισμός του αντίστοιχου σημείου διακλάδωσης”,”Subsubtitle"]
SePath2 = Full Simplify [Vpa /, ws -> 0]
St2 = FullSinplify[Solve[SePath2 = 0, A}}
Pcr2 = St2 /. wa -» 0
StylePrint}"B.2.5. Εύρεση τβν σημείων διακλάδωσης επί του τετριμμένου 
δρόμου μέσω της ορίζουσας ευστάθειας - επαλήθευση",”Subsubtitle”] 
Solve[(Vll/. {w*-»0, wa-»0}) = 0, λ). , ;ι,
Solve}(StDet /. {ws-» 0, wa-» 0}) = 0, Λ]
StylePrint}"B.2.6. Τρίτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (
γενική παραμόρφωση στο χώρο), ws£0 , wa^O”,■Subsubtitle"]
/Li
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3
FullSimplify[Solve[Eliminate[{Vps = 0, Vpa = 0}, 0] , A]) 
FullSimplify[Solve[Eliminate[{Vps = 0, Vpa = 0} , A] , 0] J 
StylePrint[”B.2.7· Περαιτέρβ Ανάλυση - Αναζήτηση ‘t:■
τιμάν του β για τις οποίες υπάρχει πιθανότητα τομής του τρίτου 
δευτερεΰοντα δρόμου ισορροπίας με τους άλλους δύο”, "Subsubtitle"] 
Print["Τα αποτελέσματα φαίνονται στα προγράμματα Searchl.nl>, 
Search2.nb και limit of beta.nb, που ακολουθουν,"J 
Printf'ano όπου προκύπτει ότι για να τέμνονται ο 1ος και 
2ος με τον 3ο δευτερεΰοντα δρόμο ισορροπίας"]
Print["0a πρέπει, για συμβατές τιμές τβν παραμορφώσεων, δηλαδή - 
1 S w S 1 , -0.5 3 wa 3 0.50, να ισχύει β3θ.5267489711934157”]
Α. Παράγοντες και μεγέθη του
Φορτίο: Ρ
Μήκος αβαρών ράβδων: (
; ·λ 4> ~ ■ ■■ ■ ; ■
Δυσκαμψία ατροφικών ελατηρίων: c
Δυσκαμψία εκτατικών ελατηρίων ελικοειδούς τύπου : k
' ’ ·- . - . .: · ■ .* ■·; ; .· ■■■;' ■ ‘ i. ;.f ? . .; · ·
Βαθμοί ελευθερίας - γενικευμένες συντεταγμένες : W1 , W2
;·τ1·
ί ' Λ/ _
• J . ·* 
. 9
■ Αρχικές ατέλειες: Ε1, Ε2
Α δ ι α σ τ ά τ οπο ί η σ η
ρ Q_ C VT W1 _ W2 , Ε1 „ Ε2
k/3 ' β~ kS ' a“k/4 ' ~Γ ' w2“T” ' el=~ ' e2=~
’" .<■·? ■. <V· v* :Λ>>· ' ., ■ V
-·'. ■·>.
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Β.1. Υπολογισμός συνολικού δυναμικού του συστήματος
Β. 1.1. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης λόγω των εκτατικών ελατηρίων ; 
Uk
Uk = j-((wl-el)4+2 ( (wl ~ el) | <w2 " e2> )4+(w2-e2)4)
Ϊ Uc
Uc = 1/5 (θ? +θ|) ' . ·Z
όπου ι ·■·· ■ ■
θι = (arcsin(wl)-arcsin(el))-(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el)> 
θ2 = (arcsin(w2)-arcsin(e2))+(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el))
B.1.3. Αδιάσταστατο έργο εξωτερικών δυνάμεων: Ω
Ω = -α(λ/1 - el2 +V1 - (e2 - el)2^
>/l - e22-yjl - wl2 -y/l - (vf2 - wl)2 ->/l - w22 )
β.14. Συνολικό Δυναμικό: Ξ = Uc + Uk + Q
- . ί ν · «* · ·· ' -
:Λ·
;.:V: >*.
,-;ίΛ ,. f Γ '
4 I (el - wl)4 + (e2 - w2 )4 +■
(el + e2 - wl - w2)4 +
((-
2 el + e2 + 2 wl + 1 (wl - w2)3 - wS I +
y i ■ Ό Ό
iel - 2 e2 - wl +■ 2 w2 + ~ (-wl+w2)3| [ 0 +■n
4 (4 (el2 - el e2 + e22) - (wl2 - wl w2 + w22 ) (4 + wl2 - wl w2 + w22) ) λ
B. 1.5. 
παραμόρφωση
wl + w2 wl — w2 ν'ws = --------------  , wa = ------ ------- οπότε wl = ws + wa και «2 = ws - wa
Λ. ΑργορσποάΧοο 
E ΕναρόροΌ 
Β. Μαρινίδοο Διπλωματική Εργασία
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es = el + e2 ea = el - e2 οπότε el = es + ea και e2 es - ea
1 t ‘ ' * ' ■;— (es - ws)* + (ea + es - wa - ws) +
(ea - es - wa + ws)4 + ^18 ea2 + 2 es2 - 6 eawa (6 + 3 wa2 + ws2) -
esve (6+ 3wa2 + ws2) + yg- (6 + 3 wa2 + ws2}2 (9 wa2 i ws2) j 0 ♦
— (12 ea2 + 4 es2 - (3 wa2 + ws2) (4+3 wa2 + ws2)) lj
-i- ((wa-ws)4+2ws4 + (wa + ws)4 +
(6 + 3 wa2 + ws2)2 (9 wa2 + ws2) 0 - -i- (3 wa2 + ws2) (4+3 wa2 + ws2) lj
V' “V ’ ‘V.i ·>··:
1
18
B.2. Εξισώσεις ισορροπίας - ορίζουσες ευστάθειας
Β.2.1. Εξισώσεις ισορροπίας
• dvp ά ■ avp1η εξίσωση r =0 , 2η εξίσωση : , =0
0wa
— ws (21 wa4 0 + 2 wa2 (36 + 24 0 + 5 ws20 - 9 A) + ws2 (48 + (8 + ws2) 0 - 6 A) +12 (0 - λ))
" . -ΗΛ*. Ο- r .·’ ΓI: ·' ·'■ - i·'·.2'*.. 1·.··;. V· ·ν· · ;·. · c ·.. .·—k t, >.'· V;
27 5 0; + wa3 (4 + (36 + 7 ws2) 0-9 A) + wa (l8 0+, 5 ^ g + ws2 (12 + 80-31) - 6 λ)
B.2.2. Ορίζουσες Ευστάθειας
lw*t 13 + 5 V^< g +ws2 (24 + 4 0 - 3 A) + wa2 (12 + 80 + 5 ws2 0-31) +2 (0 - A)
• Z -.'/--t - D .* (· Ίν: · -V^· r' .··/ \ ·
945wa®02 ■ ' t"
36- (5 ws4 0 + 6 ws2 (24 + 40-31) + 12 (0 - 1)) (5ws40+6ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A)) +
ia60 (852+ (918 + 215 ws2 ) 0 - 297 1) + wa2 ( 95 ^ +ws4 0 (424 + 114 0- 631) +
12 (100 (2 + 30) - (8 + 310) 1+ 6 A2) + 6ws2 (-24 + 34 4 0 + 62 02 - 78 1- 60 01+ 9 A2) J + wa4 
((l062 + 558 ws2 + 4?56W3* ) 02 + 9 (-4 + 1) (-4 + 91) -30 ( 232 (-2 + A) + ws2 (-434 + 81 A)) }
B.2.3. Πρώτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας wsjO,wa=0(συμμετρική 
παραμόρφωση) και υπολογισμός του αντίστοιχου σημείου διακλάδωσης
■],. γ.'ί-
— ws (ws2 (48 + (8 + ws2) β - 6 λ) + 12 (β - λ))
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:·ν ·, ;·: ,ν··:·ν
’it: :
B.2.4. .Hs;
·. '"V: ’ ·;' •t1, i‘j!_1· >y-j ’·£ v 7 ·♦*'-! ’ 7* -J ·■· **··'' . 7;<·;.·
27 wa5 0 + wa3 (4 + 36 - 9 A) + 6 wa (3 β - A)
; {{λ-»3β}}
Β.2.5
της ορίζουσας ευστάθειας - επαλήθευση
{{λ:»5}}
Ρ'Τ; {μ->/3}, {A-30D ·. ; ; fe/vf'.
Β.2.6. Τρίτος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας (γενική παραμόρφωση στο 
χώρο), ws^O, wajo
(ίλ->14 - 2 (8 + 12 wa2 4 wa*) + 2 (-18 + 17 wa2 + wa4) η 
11 2 + 3 wa2 + ws2 6 + 3 wa2 + wa2 .)>',·
12 (8 wa2 + 3 ws2) 
(6 + 3 wa2 + ws2)2 }}
B.2.7. Περαιτέρω Ανάλυση - Αναζήτησή τιμών του β για τις οποίες υπάρχει 
πιθανότητα τομής του τρίτου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας με τους 
άλλους δύο
■■
Τα αποτελέσματα φαίνονται στα προγράμματα
Searchl-nb, Search2.nb και limit of beta.nb, που ακολουθούν.
από όπου προκύπτει ότι για νά τέμνονται ο log και 2ος με τον 3ο δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας
θα πρέπει, για συμβατές τιμές των παραμορφώσεων,
δηλαδή -1 s ws si, -0.5 s wa s 0.50, να ισχύει βκΟ.5267489711934157
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Ευστάθεια - τφοσεγγισπκά - σνμβολικά.ηθ
ClearAll [Vp, Vll, V12, V21, V22, KM, wa, we. A, 0, dd,
W2, Vlll, V112, VI22, V222, V3, VX111, V1122, V1222, V2222, V4] 
StylePrint["Ευμβολικός υπολογισμός συντελεστών
ευστάθειας, οριζουσών, και μεταβολών 3ης και 4ης τάξης - 
προσεγγιστική ανάλυση - τέλειο σύστημα","Subtitle"]
Vp (wa-we)4 + 2we4 + (wa-f we)4 + ------ (6 + 3wa2 + we2)2 (9wa2 twe2) β -
■" !“■*>"» ,-f .■· ν···:ν 104(
— (3wa2 + we2) (4 + 3wa? + we2) Aj ;
*Λ
StylePrint["Πρώτη ελάσσβν ορίζουσα Vll","Section"]
VliAwVfejr 
V2 = 0n Vp; ' J
VII = FullSinplifyXdw, VI] V J -' ί';ΐ;;:-':
V12 = <Va VI;
V2X = Ob V2;
V22 = ός. V2; '
StylePrint["Δεύτερη ελάσσβν ορίζουσα V11*V22-V12*V21", "Section"] 
W2 = FullSimplify[Vll V22 - V12V21]
VIII = e„ Vll;
V112 = Ο*. Vll; φϊΒΪ*
V122 = βΜ V12;
V121 = V12;







StylePrint["Τρίτη μεταβολή 6V3" , "Section"] · . : '
V1111 = ό,* Vlll;
V1112 = On Vlll; .
V1122 = d*. V112;
V1222 = d„a V122; . ΓC|£§;
V2222 = flW V222; y'^ ^ j£
V3 = FullSieplify[Vlll + 3 V112 dd + 3 V122 dd2 + V222 dd3]
StylePrint[”Τέταρτη μεταβολή 5V4", "Section"]
V4 = FullSim>li£y[Vllll + 4 V1112 dd + 6 VI122 dd2 + 4 V1222 dd3 + V2222 dd4}
StylePrint["T0Tap^ μεταβολή για μη γραμμιχότητες dllll, το πρόσημο
της οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρισίμβν σημείβν”,"Section"]
, 3V1212 -
dllll = FullSioplify[villl —]
Συμβολικός υπολογισμός συντελεστών ευστάθειας, 
οριζουσών, και μεταβολών 3ης και 4ης τάξης - 
προσεγγιστική ανάλυση - τέλειο σύστημα
:<ν·- ,
* ■ ·.
Πρώτη ελάσσων ορίζουσα VII
- 7 wa4 β 5 ws4
: + WS2 ( 24 + 4 0 - 3 λ] + wa2 (12 + 8 0 + 5 ws2 0 -3 λ) + 2 (0 - X)
Λ. Αργχψοποάλοο 
Ε. Εσαγόροο 
Β. ΜαρηΗδοο ΑαλωμαΊίκή Εργασία
:·ϊ 1 f .
·■ “-0: 
-i':i-22 :.
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Ευστάθεια - προσεγγιστικά - συμβολικά.nb
Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21
( (21 wa4 0 + 5 ws4 0 + 6ws2 (24 + 4 0 - 3 A) + 6 wa2 (12 + 8/3 + 5 ws2 0 - 3 A) +12 (0 - A)) 
(405 wa4 0 + 5 ws* 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12+ 80-3 A) + 36 (30-
-.2 ,„2 / . oi ,~2 . c ~ ' ' '■>'2’
A))
16 wa2 ws2 ( (24 + 21 wa2 + 5 ws2 )/3-9(~4+A)) )
Τρίτη μεταβολή 5V3
' 2 α 10 ws3 010 wa2 ws 0 +----- ^—— +
. ■ s, * r ’■'·_■*. «3 .... ' y. : ."· " ■‘s '»'-.·*· ‘ r‘. . ' ~ * ··
32 wa2 ws3 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 + A) )2 ((24 + 63 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4 + A))
' (405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7ws2) 0-9A) + 6ws2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))2
24 wa2 ws ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4 +A)) ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0 - 3 (- 4 + A))
405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (30 - A) \
384 wa4 ws3 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 + A) )3 (4 + (36 + 45 wa2 + 7 ws2) 0 - 9 A)
• · · (405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A) )3 +




2 ^24 + 4/3 + 5 wa2 3 + 5 ws2 3 -
160 wa2 ws2 0 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2 ) 0 - 9 (-4 + A))
405 wa4 0 + 5 ws4 0+ 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0-9 A) + 6ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A) _
7 10752wa4 ws4 0 ((24 +21 wa2 f 5 ws2) 0 - 9 ( 4 + A))3 y-t ■ ,
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) 0-9A) +6ws2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))3
96 wa2 W32 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2 ) 0-9 (-4+A))2 ((8 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-3 (-4+A)) 
(405 wa4 0 + 5 ws4 0+18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) 0-9A) +6ws2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))2
768 wa4 ws4 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 + A) )* (4 + (36 + 135 wa2 + 7 ws2) 0 - 9 A). 
(405 wa4 0 + 5 ws4 0+ 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A) )-*
3 a) \ V : v- / ■'
Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dll 11, το πρόσημο της 
οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων
24 + 4 0 + 5 wa2 0 + 5 ws2 0 -
36 wa2 ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0-3 (-4 + A) )2
4O5wa40+ 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12+ 80-3 A) + 36 (3 0-A)
3 A
r.,· y ίί’'_>/ Λ. - -
A Λργοραηοόλοσ 
E. Ettmpopoo 
B. MaptviSoo ΑεηΧωματίκή Εργασία
i A...
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Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - προσεγγισπκά. nb
.. >.t
*'»'v v’:






"Ευστάθεια κρισίμβν σημείων - τέλειο σύστημα - προσεγγ ι στ ι κή ανάλυση","Title"] 
StylePrint["p8 βάση τις θεμελιώδεις αρχές της μη γραμμικής ελαστικής ευστάθειας",
. "Title"] $fj ί- 77'k;:-y. ν;
StylePrint[” Πρώτη ελάσσαν ορίζουσα Vll", "Section”]
■■ί'.-1·'-!; 7 wa4 β 5 we4 θ ■ :*·!
Vll = --------------+----------------tws2 (24 + 40-3A) +W32 (12 + 8 β + 5 ws2 β - 3 A) + 2 (0-A)
2." /- ; - * ©.’ . ■ 1 ■ ; ... 1 ■
StylePrint[ "Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21" , "Section”]
Hessian = :. - . »■ 7~'.'
1
36
( (21 wa4 0 + 5 ws4 0+6 ws2 (24 + 4 0 - 3 A) + 6 wa2 (12 +80 + 5 ws2 0 - 3 A) +12 (0-A))
■M-
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18wa2 (4 + (36+7ws2) 0- 9 A) + 6WS2 (12 + 80-3A) +36 (30-A)) -
; V lewa^s2 ((24 + 21 wa2 + 5ws2) 0-9 (-4 + A) )2)
V''·>*.'■ v : ' . ‘ ‘ ■ :V ·* . -V * ^ V "> ; Kf !-r
StylePrint[ "Τρίτη μεταβολή 6V3”,"Section”]
, ; ' ί 10ws30 ξ 77'7 7;77 -7
V3 = 10 wa2 ws 0 +-----------------+ ■ V‘.. A.'. .. . 3 ; 7 7-·,-7.. 7y V ?77, - . ■ v,7 7 7,. ; ;
(32 wa2 ws3 ((24 + 21 wa2 + 5ms2) 0- 9 (-4 +A))2 ((24 + 63 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 +A))}/
(405 wa4 0+5ws4 0+18 wa2 (4 ♦ (36+ 7 w*2) 0- 9 A) + 6WS2 (12+ 80-3A) +36 (30-A)) A2 - 
(24 wa2ws ((24+ 21W32 + 5ws2) 0-9 (-4+A)) ((8 + 7wa2+ 5WS2) 0-3 (-4+A))) /
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) +6WS2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))- 
(384wa4ws3 {(24 +21wa2 +5WS2) 0 - 9 (-4 + A))3 (4 + (36 + 45wa2 + 7ws2> 0-9A)) /
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36+7 ws2) 0 - 9A) +6WS2 (12+80-3A) +36 (30-A))A3 + 2 
ws (24 + 4 0 - 3 A)
StylePrint[" Τέταρτη μεταβολή 6V4", * Section" ]
V4 =2 (24 + 40 + 5 wa2 0+5 ws2 0 - (16Owa2ws20 ((24 + 21 wa? + 5 ws2) 0 - 9 (-4 +A))) /
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36+7ws2) 0-9A) + 6WS2 (12 + 80-3A) +36 (30-A)} - ...
(10752wa4ws40 ((24 + 21 wa2 + 5ws2) 0- 9 (-4 +A))3)/
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) 0-9A) + 6WS2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))A 
3+ (96wa2 ws2 ((24 + 21 wa2 + 5ws2) 0-9 (-4+A))2 ((8 + 21 wa2 + 5ws2) 0-3 (-4+A)))/ 
(405 wa1 0+5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) 0-9A) + 6WS2 (12 + 80-3A) +36 (30-A))A 
2+ (768 wa4 ws4 ((24 + 21 wa2 + 5ws2) 0 - 9 (-4 +A))4 (4 + (36 + 135wa2 + 7 ws2) 0-9A))/ 
(405 wa4 0 ♦ 5 ws4 0 +18 wa2 (4+ (36+7ws2) 0-9A) + 6we* (12 + 80-3A) +36 (30-A))A 
4 -3λ) . ■'•77Λ.;',· 7 7;-
StylePrint["Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dllll, το πρόσημο 
της οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρισίμβν σημείων", "Section"]
dllll =2 124 + 4 0 + 5 wa2 0 + 5 ws2 0 -
36 wa2 ( (8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0-3 (-4+A))2
i 7
405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7ws2) 0-9A) +6ws2 (12 + 80-3A) +36 (30-A)
A. Αργνροποό1οο 
E. Evafopoo
B. Mapn/iSoo ΑνΑωματΐκή Εργασία
■ : 24
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> *_ r’vfi.i" ' ":f > ■
• ,: ^ .? -Λ-.·’
Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - τέλειο 
σύστημα - προσεγγιστική ανάλυση
V·;





Πρώτη ελάσσων ορίζουσα VII
+ WS2 (24 + 40-3A) +wa2 (12 + 8 0 + 5 ws2 β - 3 Λ) + 2(0-λ)
7 wa4 β + 5 ws4 β
-7*ν ·Λ·ν,ά·
>V „ -ν. :
;·^ V;
;·- ·ϊ .} y.r·:
h. ■ ·..· ■
36 ((21 wa* 0 + 5 ws4 0 + 6 ws2 (24 + 4 0 - 3 λ) + 6 wa2 (12 + 8/3 + 5 ws2 β - 3 A) + 12 (0 - A))
(405 wa4 0 + 5 ws* 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 80-3A) + 36(30-A))'- 
16 wa2 ws2 ((24 + 21 wa2 + 5ws2) 0 - 9 (-4 + A))2)
7 .·£:
Τρίτη μεταβολή 5V3




10 wa2 ws 3 + 10 ws3 0
32 wa2 ws3 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 + A))2 ((24 + 63 wa2 + 5 wa2) 0 - 9 (-4 + A))
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2} 0 - 9 A) +6 ws2 (12 + 80-3A) + 36 (30 -A))2 
24 wa2 ws ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4 + A)) ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0-3 (-4 + A))
405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) 0-9A) +6ws2 (12 + 80-3A) +36 (30-A) "
384 wa4 ws3 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0 - 9 (-4 + A))* (4 + (36 + 45 wa2 + 7 ws2) 0 - 9 A)
(405 wa* 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A))3 + 
2 ws (24 + 4 0 - 3 A) .
r-j -.■>·>·j i-j'#/'ν'·
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Γ! - . ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ-Αρχει»Mathematic*
£J-r ·■'·!'1 -r-ί· -.-.'j'·1 -v- -
Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - προσεγγισπκά,ηο 3
Τέταρτη μεταβολή 5V4 ■ >, ·.
■/. -- 2 24 + 4 0 + 5 waz 0 + 5 ws2 0 -
Λ'.?; <#£: Λ . . ' . ' . i ■
160wa2 wg2 0 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4 + λ))’U .........  ^.......... ........ ......
405 wa4 0 + 5 ws4 0+18 vra2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) +6 ws2 (12 + 80-3 A) + 36 (30 -A).
·. - ■,·-? · ·
r'H :v v-
10752 wa4 ws4 0 ((24 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4 + A)) s,
<405 wa4 0 + 5 ws4 0+ 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) +36 (3 0 - A))2
96 wa2 wg2 ((24 +21 wa2 + 5 ws2) 0-9 (-4+A))2 ((8 + 21 wa2 + 5 ws2) 0-3 (-4 + A))
(405 wa4 0 + 5 ws4 0+18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A) )2 H
768 wa4 ws4 ((24 +21 wa2 + 5 ws2) 0-9(-4+A))* (4 + (36 + 135 wa2 + 7 ws2) 0 - 9 A)
(405 wa4 0 + 5 ws4 0 + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 A) + 6 ws2 (12 + 8 0 - 3 A) + 36 (3 0 - A))4
: :ί·* V v - 1
3 a|




24 + 4 0 + 5 wa2 0 + 5 ws2 0 *+ -
■Ί '{
i\'sr
36 wa2 ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0 -3. (~4 + A))“





*:· i-i.·--. · '· >7;
,
£■+ ίίί >"
; ■ : :
Λ. Αργοραποόλοο 
E. Ευαγόραν 
B. MaptvUkm Διπλωματική Εργασία
?. -SW;
■ .# ·■ :
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searchl.nb
(*Searchi.nb·)
Clear All [StabDet, wa, we, β. A, xl, x2, x3, v] 
7 wa4 /3 5 we4 βVll
2
+ WS2 (24 + 4 β - 3 A) + wa2 (12 + 8 β + 5 we2 β - 3A) +2 (β-Α);
, 945wa8/9* 1 ,
SbabDet = ---------------------+------- (5we40 + 6 we2 (24 + 4 /3 - 3 A) + 12 (/3 -A) )
*"* ’v'rT 4 ***£..·.*·'· 36 . l·;- /V’· "v
r V,
IV·
(5ws^ + 6WS2 (12+ 80-3 A) +36 (3β-λ)) +wa6/S (852+ (918+ 215 we2) /3-297A) +
(J
*'· / 95 *· c*·'·»· :**..*·' T
—2 I-------------— + we4 β (424 + 114 β - 63 A) + 12 (10 β (2 + 3 β) - (8 + 31 β) A + 6 A2) +
, .·
6 ws2 (-24 + 344 β* 62 β* - 78 A - 60 β λ + 9 A2) J + wa4 ||l062 + 558 w*2* 
9 (-4 +A) (-4 + 9 A) - 3 β (232 (-2 ♦ A) + we2 (-434 ♦ 81 A))j
xl = FullSimplify[vil /. {wa-* 0, λ-»β + — we2 |-—— + β|}]
ίζν - . ·ν':. 1 / · 4Q \
x2 = FullSiirplifyJ StabDet /. {wa -+ 0, Α-*β + — we2 I ———— + βΐ J]
Solve [x2 = 0, we] v;·;.;
x3 = PullSin^>lify[vil /. {we -+ 0, A -» 3 β + wa2 | ^ g a2
425 ws
( 4 3 β
+
x4 = FullSimplify J StabDet / . {ws -+ 0, Α-*3β + wa2 





> /' v:· ·■·■... A···
ws2 (96+ (2+ws2)20)
3 (2 + ws2)
ws2 (96 + (2 + ws2)2 0) (-36 ws2 + (6 + ws2)2 β) 
9(2 + ws2) ■, Λ:
. <-·; 
'*·Λ
{{ws-»0}, {ws-*0}, (ws -> -V6 3 V3 V3-20 1 β β >'
}- :*» · ··■-( ϊΓ\; ;^·ι.
I(ws^Ve Λ/-ι + 2 + VJ V3 - 20β
32 wa2 2.2 „
—h--------(2 + wa2) 0
wa2 (-32 wa2 + 3 (2 + wa2)2 0) (l6 + 9 (2 + 3 wa2 )2 0) 
6+9 wa2
.i ’ , -A"
;·’ a*·» yV
'•‘ίaf>‘·




B. Mapwi6oo ΑαΛωματίκή Εργασία
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search2.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematic a
- ; ' ' V ,
(·Sear d»2.nb*)
ClearAll[λ, β, ws, wa, al, a2, a3, a4J ;
2(8 + 12 wa2 ♦ wa* ) 2 (-18 + 17 wa2 + wa4)
al = 14-------— ----------------r-2- + —---------------------------- /. wa -» O
2 + 3 wa2 + ws2
a2=>+ -| V (_11_+/,V
, 6 . V. 2 + w*2 /
6 + 3 wa2 + ws2
2 (8 + 12wa2 + wa4) 2 (-18 + 17 wa2 + wa4)
a3 = 14-----------------------;----------------+------------—-------;------------------- /. ws -+ 0
a4 = 3 β + wa'
2 + 3 wa2 + we2 6 + 3 wa2 + we2
4 +i£)
6+9 wa2 2 /
NSolve [ {al = a2, we = -1}, 0J 
NSolve [ {al = a2, wa = 1}, 0] 
NSolve[{a3 = a4, wa = -l}( 0] 
NSolve[{a3 = a4, wa = +1}, β] 
NSolve[{a3 = a4, wa = -0.5), 0] 
NSolve[{a3 = a4 , wa = 0.5}, 0]
14 -
16 36
2 + ws2 6 + ws2
β+τ^ΐ2^+β)
■■ 14 2 (8 + 12 wa2 + wa* ) 2 (-18 +17 wa2 + .wa4)
2 + 3 wa2 + 6 + 3 wa2
. V ·.: -AT.
3 0 + wa2 ^ -g-j-i_ + M\ i? i
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limit of beta nb
Jiva
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
(•Limit of Beta.nl>·)
Cl ear All [StabDet, »a, we, β, X, xl, x2, x3, v] 
β = 0.5267489711934157 
7 wa4 β 5 ws4 β
VI1






94 5 wa8 β2 1 _
StabDet = ---------------------+ ------- (5we4/3 + 6ws2 (24 + 4 /3 - 3λ) +12 (β-Χ))
c-?£■/' 36 - ·· '■*;■·
(5ws4/8*6we2 (12+8/3-3 A) +36 (3β-Χ)) + wae/S (852+ (918 ♦ 215we2) /8 - 297 A) + 
, / 95 we® /J2
+ we4 β (424 + 114 /3 - 63 λ) +12 (10/3 (2 + 3 β) - (8 + 31 β) λ + 6 λ2) +
6WS2 (-24+344/3+62 02-78λ-6Οβλ+9λ2)Η((1062 + 558 we2 + 425 ws
,.* %
9 (-4 λ) (-4 ♦ 9 Λ) -3/5 (232 (-2 + λ) + ws2 (-434 ♦ 81Λ)) | ; 
xl = FullSimplifyJvil /. {wa -» 0, 1+ β+ — we2 —— + /jj}]
χ2 = FullSimplify[StabDet /, {wa -» 0, λ -+ β + — ws2 f -
- ii' .- > "νί V o 6
HSolve[x2 = 0, ws] ! 'g -yVv?' >'■
x3 = FullSimplify[vil /. {we -+ 0, Λ -» 3 β + wa2 ^





x4 = Full Simplify [StabDet /. {ws -+ 0, A -+ 3 0 + wa2 






<r λ v '?·;
-r-;.·· ·<·■?;.·;■. ·'■
F i * vi','
Λ 32.7023 ws2 + 0.702332 ws4 + 0.175583 ws60. +--------------- 2 + ws2
0. + 1
(2 + ws2)2 -
(ws2 (413.422 - 431.459ws2 - 319.278 ws4 - 3.3237 9 ws6 - 1.55207 ws8 + 0.0308294 ws10))
{{ws-» 7.46307}, {ws-»-7.46307}, {ws-+2.41323 + 2.79708 i},
{ws-» 2.41323 -2.79708 i}, [ws■ -* -2.41323 + 2.79708 i)> '
(ws + -2.41323-2.79708 i}, {ws -> 0.803959), {ws-»-0.803959}, {ws->0.}}
f3,. i·»,;.·
■ *i··* „» ' ■ s
Λ. Αργοραποαλοο 
E. Εοαγόροο 
Β. MaptviSoo Διπλωματική Εργασία
■■■'£.·■ ■·.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
2
it;.:·
{ {we-» 7.4 63069091413412 *}, {we -+-7.463069091413411'},
{w*-» 2.4132285494702117' +2.7970827717423883'*},
{we -» 2.4132285494702117' -2.7970827717423883' 1} ,
{we -»-2.41322854947021* + 2.797082771742388* 1}, :
{we -» -2.41322854947021* - 2.797082771742388*1},
{we -+ 0.8039587904798138'}, {ws-»-0.8039587904798131'}, {we-+0.'}} . *■ *» ■».
-4.21399+ 10.7984 wa2 + 24.6255wa* - 1.58025wa6
‘ i-.. · ,-*■ 2 + 3 wa2
K. . ··'.· ·
?Λ ;·?>; (2 + 3wa2)f i',v;Tr
(wa2 (-147.334 + 137.813wa2 f 1295.49wa* + 18Q6.4 wa6 + 960.79wa8 - 67.4239wa1#)}
{{wa -> - 4.{wa-+4. }, {wa -+ 0.345373 + 0.886538 i}, ?·.*·...
(wa-+0.345373 - 0.886538 i}, {wa-+-0.345373 + 0.886538 i},
{wa -+ -0.345373-0.886538 i}, {wa -» 0.5}, {wa->-0.5}, {wa-+0.}}
{{wa-+-3.9999999999999925*}, {wa-»3.9999999999999925'},
{wa-+ 0.3453730164136673* + 0.8865377527964295' 1},
{wa -+ 0.3453730164136673* - 0.8865377527964295' 1} ,
{wa+ -0.3453730164136675' ♦ 0.8865377527964281* 1},
{wa-+ -0.3453730164136675* - 0.8865377527964281' 1},
{wa-+0.5000000000000003'}, {wa-+ -0.5000000000000001'} , {wa-+0.*}}
:.·! ■ Jr
. ... *
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1ψ V‘ ' Γ 77
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ-
solving approximate perfecinb
’Υ*ί·: 77 'Ά·\ Xv,;
>>777 '777
7' S
•V -* ..K-λ; /,··.· ··:·-.:··*, ■·. ■·-,·'·
VVt* '-Ή 77 ·-. yyyy ;· V 7 .-7,7··*: ■
■ - V'.. * ■ . v5 /..■£· :·■!■ .
ClearAll[ms, vra, 0, A, equl, equ2] 
i = 0.1; 
wa =-0.0025
•’.7 ···.':· .**·%:· ··'.’·*’ . ·'·'·
•q«i =
βχ
,ΧΦ; y ■ ·




: ,r ;K;jr v;, Y + ·· ' AY* vA>-
27 wa5 A ! *f · '·:'· ■·■ / 5 ws^ A ;
equ2 = -------------+wa3 (4+ (36+7WS2) β - 9 X) + wa 180+----------+we2 (12 + 8 0 - 3 A) - 6 A
■7 2-i. ■' x v \ 77 6 %
FindRoot[(equl = 0, equ2 = 0}, (we, .31}, (A, 0.49}}
)-
φφΧ 7? X 77 77 yyy.,77 7777- 7. -ΧΧΎ.Χ
-0.0025 ; 7, -
?',;ΐ AnA #'£&;*' : Λ* ·ν1' ·£>Τ A i. ·>^ a'aB
;rl ; {W3-+0.321656, λ+0.495252} . 7‘\
’.y A 7Γ7 4-r-V.;·.·” ·)-« ■■•Vt ·«. ',v'S'4 •v5;.····^ -‘^Γ^'·Ην·. -i':.· ··«:: ■ :·· - · v.-* - r ?;>,■: , · «·■>'<· .. *·. ..·£ : -r·*· · ■ <* '* ·. '-'··>;.'··· . · . > >' «
, Y-.7· ··■■■-. . -.· , ■ ' .··,· -··' i'fr <,■;■· .. . · ·■ . r'·
.·'·/ Λ'·.'· -V : :· ;■ · '^-Vr"·' ;:v :.-·■·£·"
c. ■. :'·. ^ w ^ $&mr ^ ^^
·■. ·
"




·- ■ "':··-·· ■·
&T: X-i -f
* ‘1- ·■ ;.tvi;KV '··;>··..“i ϊ?ϊνΐ ;·, · -··; ·:
-'-.Λ·5-·'. .· '·
·« "■* τΟ:.; . :.V .·;-·. . , -...·*ν·.Λ. ·* *'■■■:.·■ .·. 1 ·· · V··*"· ■'•.•5
;'ίΐ^^αν·;ν>^/ίίΐ.·®5 a
ίί;£ν· ί-·Γ:: " .Μν;χ
'·, '· . · ; ' .. ,· .; '·-' ; ' ' ·. ' '·.·
- >, . ■ - 
X ’ χ
.Λ *·■ '
' - · . · '
λ,·?.'-;;
;
■ · " ■ ;-’5 ‘ · ■“ ·. . . "·- ■-'·'- \ :v‘. -vy \
■Γ,*;'. y»' ‘ί1}.,. ·ί.ν·.Λ.·y'V·■: : ΧΧ S'l λ.»*:· ^ :,ν·.; .ν· r.jy<’■* ,·^ · '···.·■·..:' ;·.>■>«.· '·;4 -:ϊ·£ ·~*.\·, -· <*. χ •’-• r
· \ <*·
>>·
·/%ν - ■" <;,** · y .'ν
vV :>·«· ‘‘χ. V^·'· j>■ ■ ··■.-■ .·'·;.4* -- ,5· .·*
. · y·.
v.· λ
. i U. /
rf ··!:
-Ί -*ν·.
'· Γ; v ■
^ · V-i-Tv·· /*Tf
* -y·· ··*< ·' “.?»·>.
[■·’
. -y. V. t:I
-· .;· 
r"i ·,
· ’ v *' _ ‘
.«> ··_' ^ ’ —
• Ϊ ’■ ^ ‘ · :
-r -■ Τ·:ξ *«άί ·· ··· - ·:: K\
•v‘
' V. - · " ' ·.' · · ■ ‘v- Γ- * ■
’ϊ&φ?·:?··κ = ' y . vi
ίφ ■- . - .■ v. ·· - ' . ;·
yf&i ’*t· Φ2' “.v, .■-·. v ■)"· .· ‘ ..'-ι-·Λ;Γ. ν··:·» ;·',Ό·.«^· ;ri;r 3*';!ί·ί>:.y·. ■ ·*A·.-^·· w:; *^■:·
v„.;. *» ’




^'iv· ,i - ·- ■ ·,■
V -r‘ V. ■■ '■
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematics
b one.nb ■■H'i
f ' . p 
■ . ····'·-. , ■
T 'J'sjs;·'·’* ;
Clear All[ws, wa, β, X, equl, equ2, xl, StabDet, wsstartl, 
wsl, rrl, wastl, Astartl, wsstart2, ws2, rr2, wast2, Astart2, x2J 
(*Προσεγγlστικη ανάλυση*)
StylePrint]
"Εύρεση του 3ου συμπληρβματιχού δρόμου ισορροπίας για β = Ο.10","Section"] 
β = 0.10; '
•ν . ;.··-·>/ ·*-*·ν . ·-·?'■ -· ■■:■*■'· ■ f‘'-ί-· .^·· ·'·'/·?;/?' -λ V'" :V.v
31γ1βΡτίη1:["Εξισάσεις ισορροπίας", "Subsection"]
1 « >*·.. - :'yi V ·.·*/_. ; ·ν*
equl = — ws (21 wa4 β + 2 wa2 (36+248 + 5WS2 β-9Χ) + WS2 (48+ (8 + ws2) β-6Χ) +12 (β-Χ))
equ2 =
6
27 wa5 /3 
2
+ wa3 (4 + (36 + 7we2) β- 9λ) + wa 18/5 +
5 ws4 β
+ WS2 (12 + 8 β - 3 λ) - 6 A
’s'
StylePrint["Tipe<; έναρξης της επίλυσης για τον
υπολογισμό σημείβν του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας,
εκκινώντας από την τομή του 1ου και 3ου δρόμου", "Subsubsection"]
945wa8(β 1 ■ "■ ί.* 4 V'
StabDet =---------------------+  (5 ws4 β * 6 us2 (24 +4/3-3 A) + 12 (β-Χ))
4 36
(5 ws4 β + 6 us2 (12 + 8 β - 3 A) +36 (3/3-Α)) + wa*/S (852+ (918 + 215 ws2) 0-297 A) +
(95 WS* fl2 ·"- '·;.:'·-ΐ· Γ·1ί·* s-",'-'
------------------- + ws4 β (424+ 114/3-63 A) +12 (10/3 (2 + 3 β) - (8+31 β) A+6A2) +
9
'I. '
6WS2 (-24 + 344 /3 ♦ 62 /32 - 78 A - 60 8 A + 9 A2)Hi 425 ws41062 + 558 ws2 + ----------------| β2 +
• - ‘ V
9 (-4 ♦ A) (-4 + 9A) - 3 β (232 (-2 +A) +ws2 (-434 + 81 A))
48





rrl = MSolve [xl = 0, ws] ; 4 : V r ir ‘. </
wsl = Part [rrl] |?J; · ; "r-
StylePrint["Συμμετρική παραμόρφωση", "Subsubtitle"] 
wsstartl = Evaluate (ws /. wsl]
StylePrint["AvTισυμμετρική παραμόρφωση", "Subsubtitle"] 




— ws2 --------------+/3 /.
6 l 2 + ws2 j
ws -* wsstartl
StylePrint["Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον t
υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, 
εκκινώντας από την τομή του 2ου και 3ου δρόμου", "Subsubsection"}
χ2 = FullSimplify[ StabDet /. {ws -» 0, Α-»3/3 + wa2 ^ ^ ^ + -^ρ·|}] ;
rr2 = NSolve[χ2 = 0, wa] ; 
ws2 = Part[rr2][7J;
StylePrint["Συμμετρική παραμόρφωση", "Subsubtitle"] 
wsstart2 = 0
StylePrint[”AvTισυμμετρική παραμόρφωση", "Subsubtitle"] 
wast2 = Evaluate (wa /. ws2]
StylePrint["Φορτίο*, "Subsubtitle"]
4 3β
Astart2 = 3 β + wa2 £ +-------I /. vra -* wast2
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?.·:■· '■· *·’ϋ «V .·?· .'*'" · .’■·'· :·'
b one.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Εύρεση του 3ου συμπληρωματικού δρόμου ισορροπίας για β = 0.10
:ί'<’ *' ·'*·.’
■ Εξισώσεις ισορροπίας
ί , ~'%· w® (2.1 wa* + 2wa2 (38.4 + 0.5 ws2 - 9λ) + ws2 (48 + 0.1 (8 + ws2)t-6 A) + 12 (0.1 - A))
-r'*J ,"· ' Vi: ν:/·;ν>ν.^ν:ΤΓ'·' ;v fS"»-;/;
Htj;; /V'_/·■.“*’-Vi .>;'*· rVr’-’t·.''^r:·· »’ v !<..·'
1.35 was + wa* (4 + 0.1 (36 + 7 ws2) - 9 A) + wa (1.8+ 0.0833333 ws* + ws2 (12.8-3 A) - 6 A)
■ Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερεόοντα δρόμου ισορροπίας, 








■ Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερεόοντα δρόμου ισορροπίας, 
εκκινώντας από την τομή του 2ου και 3ου δρόμου : ; ^ . ' ί
Συμμετρική παραμόρφωση
Αντισυμμετρική παραμόρφωση
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W P;' P V: ' -.r w
b cme.nb
—
;>λΜ<·ί·; ··: i- ~v
ΐ.'.ί,ϋ .·?··. .£■
0.3303950575897674
τ ■ ■» , ...
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Α^χείβ Mathematics
_______________ :_______________P
.,pw ■■ ' ■
■ , i. : - ·' ‘T- ■ V? ;
" ■>. .. ··. .·. >£Λ *.·
■ m·- ···:.'-·» 3
■ ■ ■,-···;-------  ■· "· "" -· '.·.. ·νΐ
. . ·> ;;ί
itei" ·>·> VX::V<v ......*?·, . > · ,:> W-
3% £ *%.4£T'^:.C,:.vp#i5::^■<:>·■ ■:?:% ·#βϊΜΛ^
'·£.-·-.; £Vv ■■■ >-.ri - ■ /· · , f·^ *3 ■ -■ V ', :£ ■·. .·=·
' ; ·■■ ' ■ ’ ■-· ■ ' ■. ■ ■■ ■■:·.■. -■: P : . p-p ■
■ i v · : .· . ■ ■ ■' ■·.· . ■
£K-i#;MSf s: - ’ · - -*
■ ,rt. '
7674'
». . ·· :;'.· ·· .·:.· · ,* \·'; ■ ·.-■--·.. ·,









if'r. 1 ·· *V*·; V. '< ..y-r ■: :
&& d V- :·Ϋ -
' .-.j' ;v ' .' ί ί®ίΐ'>·ΐ^;νΐνν»','ΐ·Γί3^
■■ : - . ■ - ■ ■
APd ■ ' - ; V i ■ ^ -. .■ , V
'■ * ' ;■■·. ί’·’, . ί ... S ' ■ ;'ί ■ “ . ■κ··?· ‘*.>Λ. ■ίϊΙ·^Μ
: ·?■;
; ?.· ■ ·■ ί'
Δ ..
v’:V' ·;
• : > II ftil'rif
-· ; ■1 "· υ. ■■■:■ ·:■ ■ . ·ν ,C‘- ■ .■* Λ . ·
:. V.V ν' -■ · ; '■ :^· ί
■·■ - .. . ■■ ·.·; ' ί ‘ · ■ ,ν
-ί’-ΐ
7*γ£ϊ :Χ'
Ά ·*' η"'; & :■'·"*
Α*ί·! *·'·'·:· κ
.. , η .χ ν >-
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GeneraI2.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
/->. r V .· 
Α'.ί/^ογ
ClearAll[Θ1, 02, β, wl, w2, el, e2, Oc, Ok, A, Ω, r, ca, c±>, cl, c2, c3, c4, c5, 
' c6, ma, mb, el, s2, s3, s4, s5, *6, Q, S, ws, wa, es, ea, Vsa, Vp, Vps, Vpa, 
Vll, V12, V21, V22, M, StDet, SePathl, Stl, Perl, SePath2, 3t2, Pcr2, tt]
I StylePrint[ "Α. Παράγοντες και μεγέθη τον προβλήματος", "Title"] 
Styldrinti*4o(nίο ; Ρ·, "Section"]’
StylePrint["Μήκος αβαράν ράβδον : , "Section"]
StylePrint [ "Δϋσκαμφ ί α ατροφικόν ελατηρί ev : c*> "Section" ]
Λ. - -
: S ■
(S.i·’. ίΛ .1,. ___.. . . : .... . . . ·-
StylePrint["Δυσκαμψία εκτατικών ελατηρίων ελικοειδούς τύπου : k","Section"]
StylePrint[" Βαθμό ί ελευθερίας - γένικεσμένες συντεταγμένες : W1 , W2", "Section"]
StylePrint["Αρχικές ατέλειες : Ε1 , Ε2" , "Section"]
StylePrint["A διαστατοποίηση", "Subtitle"]
: - P ’’ ·σ· VT W1 W2 El E2
StylePrintl "A=------------ , β=------- , S=—— , wl=------ , w2=------ , el=------ , e2=------",
* 1 k/» k/4 k/4 / / t t
"DisplayFonmila" | : -‘--V
StylePrint["B. Μη γραμμική ακριβής ανάλυση ευστάθειας", "Title"]
StylePrint["Β. 1. Υπολογισμός συνολικού δυναμικού του συστήματος", "Subtitle"]
StylePrint] &
"B.1.1. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφβσης λόγο τον εκτατικών ελατηρίev : Ok",









, 1 , (wl - el) + (w2
StylePrint ["Ok = —( (wl-el)4+2 {------------------------------------
2 2
"DisplayFonmila" ]
StylePrint["B.1.2. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφβσης 
λόγβ τβν ατροφικόν ελατηρίων : Oc*, "Subsubtitle"]
StylePrint["Oc = —/3(0f +0f)", "DisplayFonmila"J
Print [” όπου" ] '. ■>. ;
$ StylePrint]
"0i = (arcsin(wl) -arcs in (el) ) - (arcsin(w2-wl) -arcsin (e2-el) ) " , "DisplayFonmila”] 
StylePrint [ " 0? = (arcsin(w2) -arcsin(e2) ) + (arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el)) ■ , 
"DisplayFonmila"] > ' ί :'·ν'; ,Λν.r
StylePrint]"B. 1.3. Αδιάσταστατο έργο εξβτερικόν δυνάμεων : Ω", "Subsubtitle”]
StylePrint["Ω = -X(yJ 1 - el2 1 - (e2 - el)2 +-J1 - -
yj 1 - wl2 -yj 1 - (w2 - wl)2 -yj1 -W22 ) " , "DisplayFonmila" ]
StylePrint["B. 1.4. Συνολικό Δυναμικό : S = Oc + Ok + Q" , "Subsubtitle"] 
01 = (ArcSin[wl] - ArcSin[el] ) - (ArcSin[w2 - wl] - ArcSin[e2 - el]) ;
Θ2 = (ArcSin[w2] - ArcSin[e2] ) + (ArcSin[w2 - wl] - ArcSin[e2 - el] ) ;
1 ■ , , , Λ-"





1 - el2 ♦ -^1 - (e2 - el)? + 1 - e22 - λ/ 1 - wl2 - λ/1 - (w2 - wl)2 - 1 - W22 J ;
1 f [ (wl -el) + (w2 -e2) \4 Λ= - (wl-el)4 + 2 [-ί----------- ^------------- J +(w2-e2)4 ;
φ:·.ί1·
S = Simplify [Oc ♦ Ok + Q]
StylePrint]"B.1.5. Μετασχηματισμός συντεταγμένων
σε συμμετρική και αντισυμμετρική παραμόρφωση”, "Subsubtitle"]
%'%' wl + w2 wl - w2 'r <
StylePrint ["we = ---------------- , wa = ---------------- οποτε wl = ws + wa και w2 = ws - wa",
"DisplayFonmila" ]
r el ♦ e2 el - e2





R. Μαραίδοο < ΑπΑωματίκή Εργασία
C:’. ■ ? ;
ι· ··,·? ·
■' i- 4 ·
36
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
.-■· · *„· ·.. ->. ·
General2.nb
it ·.: - ' ί,'ΐί*-'- .y;




StylePrint["B.1.6. Σίυνολικό Δυναμικό Ατελούς Συστήματος μετά τον μετασχηματισμό", 
ΐ " Subsubtitie" ]
Vsa = Simplify[S /. {«1 -» we ♦ «a, w2 -* we - »a, el -» es tea, e2 -» es - ea(]
ϊ: i·. '■%*'
h. ^yWk
"B. 1.7. ΣΛτνολικό Δυναμικό Τέλειου Συστήματος Vp μετά τον μετασχηματισμό'' 
" Subsubti tie" 1 >:
V ■ ·*
Vp = Simplify [Vsa /. {es -» 0, ea -» 0}]
StylePrirrt["B.2. Εξισώσεις ισορροπίας - ορίζουσα ευστάθειας”,'Subtitle"] 
StylePrint["B.2.1. Εξισώσεις ισορροπίας”,”Subsubtitle”]
βνρ
StylePrint[" 1η εξίσβση : ^^=0 , 2η εξίσβση : ^^-=0 ”, "DieplayFormula"]
Vps = FullSimpl ify[d.s Vp]
Vpa= FullSimplifyVp]
StylePrint[”B.2.2. Ορίζουσα Ευστάθειας",”Subsubtitle"]
' ·,: & -
-t-V .
Vll = Vps 
V12 = Λ,* Vps; 
V21 = <5„ Vpa; 
V22 = fl„ Vpa;
• | Vll V12 t
l V21 V22 / ‘ 
StDet = Det[M] 
StylePrint[
; - .





"B.2.3. Πρώτος δευτερεύβν δρόμος ισορροπίας ws*0,wa=0(συμμετρική παραμόρφωση) 
και υπολογισμός του αντίστοιχου σημείου διακλάδβσης”,"Subsubtitle”]
SePathl = FullSimplify[Vps /. va -» 6]
Stl = FullSimplify] Solve [SePathl = 0, A]] ^ |
Perl = Limit [Stl, ws -» 0} . “
StylePrint["B.2.4. Δεύτερος δευτερεύβν δρόμος
ισορροπίας ws=0,wa^0(αντισυμμετρική παραμόρφβση) και 
υπολογισμός τοσ αντίστοιχου σημείου διακλάδωσης","Subsubtitle"] 
SePath2 = Full Simplify [Vpa /. ws -» 0]
St2 = FullSimplify[Solve[SePath2 = 0, A] ]
Pcar2 = Limit [St2, wa -» 0] 7.
StylePrint[*Σια προγράμματα ’Διερεύνηση Ιου ακριβούς; . ' ' \ *ς .; ’ * · , ·. *■:; 7 ;
2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb' και 'Διερεύνηση 2ου 
ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.rib'", "Subsubtitie"]
·· ·."·. · .? ' .·■■' -3 ^ TJ ri·· v*
StylePririt["napari0erai η πλήρης παραμετρικη διερεύνηση 
lev ανωτέρω δρόμον ισορροπίας", "Subsubtitle"]
StylePrintf'Kai υπολογίζονται οι τιμές του β για τις οποίες
,Γ■■■:■■ '<'■■'-,.7' ; ; :··ί . λ -1·. j,. ■ ;■■■
αυτοί έ+ουν οριακό σημείο ή όχι", "Subsubtitle"] 
StylePrint["B.2.5. Τρίτος δευτερεύβν δρόμος ισορροπίας (γενική 
παραμόρφωση στο χώρο), ws#0 , wa#0",*Subsubtitie"]
StylePrint["H απαλοιφή των λ και β από τις γενικές εξισώσεις 
του δρόμου αυτού περιέχεται στα προγράμματα 'Exact perfect 
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<·;Τ"
Φορτίο: P
Μήκος αβαρών ράβδων: / 




Βαθμοί ελευθερίας - γενικευμένες συντεταγμένες: W1 , W2
Μ τ?·>.
■ Αρχικές ατέλειες: Ε1, Ε2
'f^ "7.,".*■ - OK. ’# ’ ·. ‘ '■ ^ί'ΐ ^ Λ .j. ·:^ ^ .-'..'-Λ' ^ V
Αδιαστατοποίηση ;
Ρ Λ c _ Vr , wi _ W2 , El . Ε2
Λ-*ττ ■ . 3--^Γ . < “2·— * e1-— · e2· —
Β. Μη γραμμική ακριβής ανάλυση 
ευστάθειας
V
4 ■· -V ’ -, 
■Γ/ : 4.·> ’








Uk = y((wl-el)4+2 (
(wl - el) + (w2 - e2) )4 +(w2-e2)4)
S.7.2. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης λόγω των στροφικών ελατηρίων 
: Uc
^ ^ lie = τ3(θ| +θ|) . f
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Ω = -A(Vl - el2 +yj 1 - (e2 - el)2 +* » *
λ/ι - e2z-yjl - wl2 -yjl - (w2 - wl)2 --y 1 - w2z )
B. 1.4. Συνολικό Δυναμικό: - = Uc + Uk + Ω
................... V , ·;·Λ; V'·: - .. · ■· -: . i. >.
. '. - -i- | (el - wl)4 + (e2 - w2)4 + -g- (el + e2 - wl - w2)4 -
2 + τ/ί^ΤβΙ-β^)2 + - λ/Ϊ^-wI2 r yjl^~(wl^w2)* - t/i-w?J A +
0 <(ArcSin[el] +ArcSin[el - e2] -ArcSinfwl] -ArcSinfwl -w2])z +





wl - w2 ■*>";· ■· > .-rV^·
wa = ------ -------  οπότε wl = ws + wa και w2 = ws - wa■; ΐ·: '■ 2 ■





el *- e2 ; '·*■■ -v el - e2 x _ 0 "v,·.· 0es = -------—-----  , ea = ---------------- οπότε el = es + ea και e2 = es - ea
• .■.'·· ■■■ 'Λ': : , - ' ·. ·ν.Λ fΛ .3
• ... 'i/V-
■*’·_ < . ^ I**2 ‘1 · / :> - · ;. ■ -·· A . ->· r V " · - ■;:··
γ (2 (es - ws) + (ea + es - wa - ws) + .:■>
(ea -es-wa + ws)4 - 2 |Vl - 4 ea2 + λ]ί - (ea - es)2 + yjl - (ea + es)z - .' ·
—;v- '•'•v. . . ·’_______ t-------------------—  f—-------;—■——  ’ . :“l% ν.«!/Γλ::ν r '·- «,■ - ! · ''
Vl - 4 wa2 - γ 1 - (wa-ws)2 -λ/1- (wa + ws)2 J A t /’
0 ((ArcSin [2 ea J + ArcSin [ea - es] - ArcSin[2 wa] - ArcSin[wa - ws])2 +
(ArcSin[2 ea] +■ ArcSin[ea + es] - ArcSin [2 wa] - ArcSin [wa + ws] )2) J
·;ϊ* ·.· .·{.··*. '··■·., ... '*^;v ·"-■· * . .· ···. ..■.·>» :J.·,*< ;
8.7 .7. Συνολικό Δυναμικό Τέλειου Συστήματος Vp μετά τον μετασχηματισμό
ί| -iy
*2- ί ’' 2 1r ,·■ ■ ^ :·.«· *
«a4 + 6 wa2 ws2 + 2 ws4 - 3 A + Vl’- 4 wa2 A + yjl ~ (wa ·· ws)2 A +
^/l - (wa + ws)2 A + β ArcSin [2 wa]2 + i 0 ArcSinfwa - ws]2 +
1 7— 0 ArcSinfwa + ws] + 0 ArcSin[2 wa] (ArcSin[wa - ws] + ArcSin [wa + ws] ).
V: V.
B.2. Εξισώσεις ισορροπίας - ορίζουσα ευστάθειας
B.2.1. Εξισώσεις ισορροπίας
..... v- ·.-··
1η εξίσωση : εξίσωση : :* .·· · · ν»·-3· ; 1.- · ✓-•.η
Λ. ΑργοραπονΧοο 
Γ~ Εοαγόρου 
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-:·1- c *·?.·· -/-··>:. Vi-V'i
ί : 'Ό-' V , v:*
4 ws (3 wa2 + 2 ws2) + (wa-ws) Λ-g (ArcSin[2 wa] + AxcSin[wa - ws] ) +
Vl - (wa-ws)2 ;
- (wa > wa) Λ + g (ArcSin[2 wa] + ArcSinfwa *■ ws})
; Vl -‘(wa + ws)2
4 wa (wa2 + 3ws2) + (~wa + w3) Λ + /3 (ArcSin(2wa] » ArcSin[wa - ws] > +
Vl - (wa - wa)2
' _ - (wa + ws) A + g (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws])
Vl - (wa + ws)2
-4waAt?g (2 ArcSln[2 wa] + ArcSin[wa - ws] 4 ArcSin[wa + ws])






: ■· >■·, ■
16 ws2 + 4 (3 wa2 + 2wb , . —===== T - - ...
Vl - (wa-ws)2; Vl - (wa + ws)2 V
(wa - ws) ((wa- ws) λ-g (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws) ) } >:
(wa + ws) (- (wa + ws) A + g (ArcSin[2 wa] + ArcSin [waiws]))
(1- (wa + ws)z)3/2
144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 + 96 wa2 5 . 24 wa2 0
·„\*"■ ;^:ΐ.
·' r '.·* V’ ^sfi
v··.·:.·. ^'!rVrl·.





4 8 wa ws β 96 wa ws β 192 ws2 β - V 36 ws2 /3 */''
ίΠΊ^ϊ1 ' 4 ’ 1 - (wa:,-Ws)2 Vl -4 wa2 Vl - (wa-ws)2 "
wv·*: -i: y, ,··
1- (wa-ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 1 - 4 wa2 1- (wa-ws)2
96 ws2 g 24 wa2 g ‘ ' 48 wa ws g - W? 36 ws2 g '·?■
+ ——:—:-------rr r —-------------——!r + --------------n- +
Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 V’ l-(wa + ws)2 1 - (wa +ws)2 ' l-(wa + ws)2
+ ____________96 ws2 3 : ,48 wa2 g 96 wa ws g
Vl - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 ■ -·■; :
.. . 4*2, I .V ; , ■;■■■■■·■ : ;
T- (1-4 wa2) (1 - (wa - ws)2) (1- 4 wa2) (1 - (wa + ws)2) (1 - (wa -ws)2) (1 - (wa + ws)2)
t| ______ ■ ’■ 8jS2 :'·7tC-7 ■’,!Λ;7:\7.7sg2
—; 1 ------------------ ■ - ■■ --------- ----------------------------------------------  + —__________---------------------------------- —----------------------- .... . , .' ^
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2) V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) Vl - (wa + ws)2
8 g2 192 wa4 λ 48 wa2 A
(1 - 4 wa2) Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2 (l-4wa2)i/2 Vl - 4 wa2
24 wa4 A 24 wa2 A 48 wa ws A J 384 wa2 ws2 A
(1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa - ws)2 (l-4wa2)3/2
96 ws2 A + 36 wa2 ws2 A_____________ 36 ws2 A 24 wa ws3 A
Vl - 4 wa2 (1- (wa-ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2 (1- (wa-ws)2)3/Z
36 ws4 A 24wa* A _ 36wa2ws2 A 24waws3A
/λ / *2x3/2 ... . x2\3/2 . x2\3/2 x 2 x 3/2
(1 - (wa - ws) ) (1 - (wa + ws) ) (1 - (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)
36 ws4 A 24 wa2 A 48 wa ws A 36 ws2 A+
(1 - (wa + ws)2)322 Vl - (wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
_______ 8 wa2 g A v 1.6 wa2 g A 4 g A
(1-4 wa2J (1 - (wa - ws)2)3/2 (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2) V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)
8 g A ___________ 16 wa ws g A _______ 8 ws2 g A .“· , -
- (1-4 wa2) Vl - (wa-ws)2 (l-4wa2) (1 - (wa - ks)2)3/Z . (1 - 4 wa2) (1 - (wa - ws)2)3/2 · ’’
_____________ 8 wa2 g A_______________________________ ' 4 wa2 g A __________ ^
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa - ws)2) (1 - (wa + ws)z)3/2
8 wa2 g A 16 wa ws g A
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& 'ft.” - 'V 5 : v
■ 'v-y-:·. "
ft» ■ ·'·.
8 wa ws 0 A 16 wa ws 0 A
(1 - (wa - ws)2) (1 - (wa + ws)2}3/2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2) 
3<i 8 ws2 β A , 4 W32 0A- · "?
2,3/2
V T·
(1 - 4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/Z 
Sws20A
» ;.■·.· --r572’ ^
(l-(wa-ws)2) (1-(wa + ws)2)
■ - ■ -t' 16 wa2 0 A
Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)
4 0 A 4 wa2 0 A
Vl; - 4 wa2 (I- (wa + ws)2) (1- (wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2) „
. 4 0 A · 8 wa ws 0 A
Vl - (wa - ws)2 (lr (wa + ws)2) (1 - (wa - ws) z)3/2 (1 - (wa + ws)2)
________________ 4 ws2 0 A _______________________ _______ 8 0 A______________
(1 - (wa - ws)z)3/2 (1 - (wa + ws)2) (1-4 wa2) Vl(wa + ws)2
r 8 wa2 0 A ‘ i »> ·. 4 0 A
.ft* - ft' _ v λ
Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws}2)3/2 Vl - (wa+ws)2 (1 - (wa - ws)2) Vl - (wa + ws)2 
160A;' . ’ 1 16 wa ws 0 A
Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2 V1-4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
i______  - - ' -3- 8ws20A : 16wa* A2 . . - ftft-ft*
V1-4 wa2 (1 - (wa - ws)2) Vl - (wa + ws)2 (1 - 4 wa2)3/z (1 - (wa - ws)2)2,3/2
ft. ft. 4 wa2 A2 16wa2 A2
• ft : v . Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1-4 wa2 )3/2 Vl - (wa - ws)2
ft· V.'* .(* '■■■ 4 A2 32 wa3 ws A2 ' ·,. ' ■ ■
'"(£· . ftft-:. Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 -4wa2).3/2 (1 - (wa - ws)?)3/2 :.i'h
ft< · * Λ <’·>·.. ft- 8 wa ws A2 .+ 16 wa2 ws2 A2 · . . ·
' ^ r·5·; Vl - 4 wa2 (1- (wa -ws)2)3/2 (l-4wa2)3/2 (I - (wa - ws)2)3/2 ' X,·-. z
':ftft,· ft - 4 ws2 A2 + 16 wa* A2 ψ Z-
- Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 • '· ‘.V ‘ ' ·
ftft'ft: 4 wa2 A2 ’ " ' : 4 wa* A2
i.■ ?τ. ftftft? V1 - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2)3/2 ’ vvv
V .+ ··» ft ·"· 4 wa2 A2 Y'jV! ''·■ 32 wa3 ws A2 :■> , ·■; "V
-V’ *. V' Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/3V (1- 4*>!32)3f2 (1 - )wa +ws)2)3f2. y:i‘ ■ £~‘*
V ;ftft 8 wa ws A2 ■ 8 waws A2 •;v .. '
-ί Vl-4wa2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)i/2
/ft- 16 wa2 ws2 A2 4 ws2 A2 vv
(1-4 waz)3/z (1 - (wa + ws)2)
3/2 Vl - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)3/2 ί>·. , ΐ -ftft
ft.ft ft 8 wa2 ws2 A2 4 ws2 A2----T ΤΤΓ” + ------------------------------------------------------------- =-T^ +
4 ws* A2 16 wa2 A2
(1 - (wa - ws) z)3/2 (l-(wa + ws)2)3/2 (1-4 wa2)3/2 Vl - (wa + ws)2
4 A2 ; - 4 wa2 A2
V1-4 wa2 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa - ws)2) 3/2 Vl.- (wa + ws)2
4 A2 8 wa ws A2
V-ft' ft.
Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa - ws)2)3·2 Vl - (wa + ws)2
-■S*'
4 ws2 A2 192 wa3 0 ArcSin [ 2 wa ] 24 wa3 0 ArcSin[2 wa)
(1- 4 wa2)3/2
+ --------- ------------ ·- J +,
(1 - (wa - ws)2)(1 - (wa - ws)2)3/ Vl - (wa + ws)'
24 wa2 ws 0ArcSin[2 wa] 384 wa ws2 0 ArcSin [2 wa] 12 wa ws2 0 ArcSin[2 wa)
~ (1 - (wa- ws)2)3/2 )1 - 4 wa2)3^ (1 - (wa - ws)2)3/2 ’ '
36 ws3 0 ArcSin[2 wa] 24 wa3 0 ArcSin[2wa] 24 wa2 ws 0 ArcSin [2 wa j
(1 - (wa ws)2) (1- (wa + ws) ) (1 - (wa + ws) )
12 waws2 0ArcSin[2 wa] 36WS3 0 ArcSin[2 wa]
+ ,2,3/2 +
(1 - (wa + ws)2) ‘ (1 - (wa + ws) )’
8 wa02 ArcSin[2 wa] ■
(1 4wa2) (1- (wa-ws)2)3/2 .
Λ. Αργοροπούλοο 
E. Εναγορου 
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16wa j32 ArcSin[2wa) V 
(X - 4 wa2)3/2 (1 - (wa-ws)2)
8 wag2 ArcSin[2wa]
(l-4wa2) (1 - (wa + ws)2)3'2 (1 - (wa - ws)2) (1 -(wa + ws)z)
_____ 8 ws g2 ArcSin[2 wa}______
(1 - 4 wa2) (1- (wa - ws)2)W2 A 
4 wa02 ArcSin[2 wa]
JTITT
8 wa g2 ArcSin[2 wa]
V1 - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa + ws)2) 
4 ws g2 ArcSin [2 wa}________
2.3/2
_____ 8 ws gz ArcSin[2 wa)______
(1 - 4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3'2 
8 ws g2 ArcSin[2 wa]
(1> (wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2)3'2 Vl~4wa2 Vl- (wa-ws)2 (1 
~ , 16 wa g2 ArcSin [2 wa]
/ ,2.3/Z(wa + ws) )
(1-4 wa2 )3/2 (1 - (wa + ws ) 2) 
________ 4 ws g2 ArcSin [2 wa)
4wag2 ArcSin[2 wa]
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)
(1 (wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2) 
8 ws β2 ArcSin [ 2 wa ]
A 8 wa g2 ArcSin[2 wa]_______
V1-4 wa2 (1- (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa+ ws)2 
■ 32 wa3 g λ ArcSin [2 wa]
V1 - 4 wa2 (1- (wa-ws)2) Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2)322 (1 4 V2V 3/2(wa - ws) )
4 wa 3 A ArcSin [2 wa]
VI 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 
48 wa2 ws g λ ArcSin [2 wa]
16wa g AArcSin[2 wa]
(1 -4 wa2}3'2 (1 / ,2.3/2(wa - ws) )
(1-4 wa2)3'2Vl- (wa-ws)2 
4 ws g A ArcSin[2 wa]
vr 2.3/2
16 wa ws2 g AArcSin[2 wa]
(1 -4 wa2)3'2 (1 / ,2,3/2(wa-ws) )
- 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) 
32 wa3 0 A ArcSin[2 wa]
(1 - 4 wa2)3'2 (1 / ,2,3/2(wa + ws) )
4 wag Λ ArcSin [2 wa] . 
Vl - 4 wa2 (1- (wa + ws)2)3/2
________ 4 wa g Λ ArcSin[2 wa]_____
Vl - (wa -ws)2 (1 - (wa + ws)2)' 
4 ws g λ ArcSin [2 wa]
8 wa3 g Λ ArcSin [2 wa)
vr 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)222 
16 wawa2 g AArcSin[2 wa)
(1- (wa-ws)2)3'2 (1 - (wa + ws)2)3'2 
48 wa2 ws g A ArcSin] 2 wa]
>/2 ,, . 2.3/2 ,2 i ,2,3/2(l-4waz) (1- (wa + ws) )
4 wsgAArcSin[2 wa]_________
Vl - (wa - ws)* (1 - (wa + ws)z)3/Z
8 wa ws2 g λ ArcSin [2 wa]
(1 4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 
16wag AArcSin[2 wa]
(1 -/(wa - ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2}3'2
4 Wa g λ ArcSin [2 wa]
(1 (wa - ws}2)3/2 Vl - (wa + ws)2 
16 wa2 g2 ArcSin[2 wa]2
a 4wa2)3'2 (1 - (wa-ws)2)3/2
(1-4 wa2)3'2 Vl - (wa + ws)2
________ 4 ws g A ArcSin[2 wa] , .
(1 - (wa - ws)2)3'2 Vl - (wa + ws)2 
16 wa ws g2 ArcSin[2 wa}2 
(1 - 4 wa2)3/2 (1 - (wa-ws)2)3
_________ 4 wa2 g2 ArcSin[2 wa]2_________





16 wa2 g2 ArcSin[2 wa]2
(1 - 4 wa2 )3/2 (1 , ,2,3/2(wa + ws) )
16 wa ws g2 ArcSin[2 wa]2
4 ws2 g2 ArcSin[2 wa]2
, . 2 v 3/2 . » 2 v 3/2(wa-ws) ) (1 - (wa + ws·) )
96 wa3 g ArcSin [wa - ws ]
(1-
24 wa3 g ArcSin [wa - ws)
(1 - (wa - ws)2)3'2 
12 waws2 gArcSin[wa - ws]
(1 - (wa - ws)2)3/Z 
8 wa g2 ArcSin [wa - ws]
(1 - 4 wa2)322 (1 - (wa - ws}2)
•
8 wa g2 ArcSin [wa - ws] 
(i-4wa2)3'2 (1- (wa+ws)2) (1
4 ws g2 ArcSin [wa - ws]
(wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 
8 ws g2 ArcSin [wa - ws]
. (1- 4 wa2)3'2
24 wa2 ws g ArcSin [wa - ws] 192 wa ws2 g ArcSin [wa-ws )
(1 - (wa-ws)2}3'2 l (1-4 wa2}372
36 ws3 g ArcSin [wa - ws]
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1
8 ws g2 ArcSin [wa - ws ] 
(1-4 wa2) (1 - (wa - ws)2 )3/2 
4 wag2 ArcSin [wa-ws]
s2 ;
(
8 wa g2 ArcSin [wa - ws]
4 wa2 ) (i: - (wa - ws)2 } 3/2
(wa - ws)2)3/Z (1 (wa + ws)2)
8 wa g2 ArcSin [wa - ws]
(1
Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws]2)3/2 Vl - (wa + ws)2
Vl. - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) Vl - (wa + ws) 
24 wa3 g A ArcSin[wa - ws)
(1 - 4 wa2>3'2 (1 - (wa - ws)2)3'2
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematics
;v:V ξ!% 1.
4 wagAArcSin[wa - ws]
V1 - 4 ■ (1 . .. ,2.3/2(wa - ws) )






V i .V· 
r
32 wa2 ws β λ ArcSin [wa-ws]
(1-4 wa2)3/2 <1 (wa-ws)"·)
(1-4 wa2)3/2 Vi - (wa - ws)"
4 ws β Λ ArcSin [wa - ws]
λ/1 - 4 wa2 (1 / .2γ3/2(wa-ws)")
(1
8 waws2 0 Λ ArcSin [wa - ws)
4 wa2)322 (1 - (wa - ws)2)322
________4 wa3 0 Λ ArcS inf wa - wa}________
(1'- (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
______ 4 wa2 ws 0 Λ ArcSin [wa - wa]
(1- (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)
______ 4 wa W32 0 Λ ArcS in [ wa - ws ]______
(1 - (wa - ws) ) (1 - (wa + ws) )
8 wa3 0. A ArcSin [wa - ws]
2.3/2
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)
16 wa2 ws 0 Λ ArcSin [wa - ws)
(1 - 4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2 )322
8 wa ws2 0 A ArcSinfwa - ws] 
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2}322 
4 ws3 0 AArcSin[wa - ws]
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2)3/2
■t KV . > ‘ ]*·* · “ / ■?:
;;V5.3V■ ,r" r ■', V;-. . v
8 wa 0 A ArcSin [wa-ws ] 4 wa 0 A ArcSin [wa - ws]
(1-4 wa2)322 V1 - (wa + ws)2
_______4 ws 0 A ArcSin [wa - ws]
(1 - (wa - ws)z)3/2 λ/Ϊ
(1 - (wa- ws)2)3/ZVr 71(wa+ws)‘
24 wa2 0Z ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws]----------- p + ... - ’ “
(wa + ws)
24 wa ws 02 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa - ws]
(1 - 4 wa2)322 (1 - (wa-ws)2)3/2
(l-4wa2)3/2 (1- (wa-ws)2)3/2
^ 8 wa202 ArcSin[2wa] ArcSin [wa - wa] + 
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/Z
'■' \ :·'·>.
!i .· Jr
4 wa2 02 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws] 8 waws 02 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa - ws]
(1- / i 2 i 3/2(wa-ws) ). (1 . . 2.3/2(wa + ws) } / .2.3/2(wa + ws) )
4 ws2 02 ArcSin [ 2 wa ] ArcSin [wa - ws ] 
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/Z
(1-4 wa2)3/2 (1 
8 wa2 02 ArcSin[wa - ws]2 
(1 - 4 wa2)3/2 (I - (wa - ws)2)3/2.
8 wa ws 02 ArcSin [wa - ws]2 ^ 96 wa3 0 ArcSin [wa + ws] + 192 wa ws2 0 ArcSin [wa + ws]
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)z)3/2 (1-4 wa2) 3/2 (1-4 wa2) 3/2
24 wa3 0 ArcSinfwa + ws] 
(1 - (wa + ws)z)3/2 
36 ws3 0 ArcSin[wa + ws) 
(1 - (wa + ws) )
24 wa2 ws 0 ArcSinfwa + ws] 
(1- (wa + ws)®^^2 
8 wa 02 ArcSin[wa + ws]
(1-4 wa2 )3/2 (1 - (wa-ws)2) (l-4wa2) (1- (wa + ws)2)
12 wa ws2 0 ArcSin [wa + ws]
7 Π73/Γ +(1 - (wa + ws) )
8 wa 02 ArcSin [wa + ws }
2 v322
4 wa 02 ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa - ws)2) (1 , ,2,3/2(wa + ws) )
8 wa 02 ArcSin [wa + ws]
8 ws 02 ArcSinfwa + ws] 
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/2
Vl - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 
4 ws02 ArcSinfwa + ws]
(1 - (wa -ws)2) (1
8 ws 02 ArcSin [wa + ws]
, \2\ 2/2 (wa + ws)‘)
8 wa 02 ArcSin [wa + ws]
Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 — (wa + ws)2)3/2 (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)
8 wa3 0 A ArcSin [wa + ws] 8 wa 0 AArcSin[wa + ws)
(l-4wa2)3/2 (1- (wa-ws)2)3/2 
16 wa2 ws 0 AArcSin[wa + ws] 
(1-4 wa2 ) 3/2 (1 - (wa - ws ) 2)3/2 
24 wa3 0 AArcSin[wa + ws]
/ .2,3/2(wa + ws) )
(1 - 4 wa2)3/2 Vl - (wa - ws)2 
8 wa ws2 0 AArcSin [wa + ws] 
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa- wa)2)3, 
4 wa 0 AArcSin [wa + ws ]
/■Μ­
α 4 wa2 ) 3/2 (1
________4 wa3 0 AArcSin [wa + ws)________
(1.- (wa-ws)z) (1- (wa + ws) )
32 wa2 ws β λ ArcSin [ wa + ws ]
V1 - 4 wa2 (1- (wa + ws)2)
4 wa ^ Λ ArcSin [wa + ws]
, v 2» 3/2(wa + ws) )Vl “ (wa - ws)2 (1 
4 ws 3 Λ ArcSin [wa + ws ]
(1 - 4 wa2} /z (1 - (wa + ws)z)
4 wa2 ws β λ ArcSin [ wa + ws ]
vr
. 3/2(1 - (Ma-ws)2)·"1 (1 - (wa + ws)2) 
8 wa ws2 0 A ArcSin [wa + ws]
2.3/2
2,3/2 (1(l-4waz) 2 (1 - (wa + ws)2)
4 ws3 0 AArcSin [wa + ws]
(1 - (wa-ws)2) (1 - (wa + ws) )
- 4 wa2 (1- (wa + ws)2) ’r
j_____ 4 ws 0 AArcSin [wa + ws]_______
Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 
4 wa ws2 0 A ArcSin [wa + ws] 
(wa-ws) ) (1- (wa + ws) )
8 wa 0 A ArcSin [wa + ws ]
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematic*
- - .. ΐ V·.- ·
■ t - Λ ’ '' ‘ ,. να:·κ :·?■;. - -i ·. ?
>’ : . ■ ν. 1
■τ
8 wa2 /32 ArcSin[2 wa] ArcSin[wa tws) _ 8 wa ws 02 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa + ws]
"ti·. :.i (1 -4 wa2)3/2 (1- (wa-w3)z),2v3/z (1- 4 :wa2)3/2 (l - (wa - ws)2 )2.3/2
24 wa2 02 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws] 4 wa2 02 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws)
' ‘ -* ,ί Z T75 ^ ~ « T7o~ +
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)2.3/2 /I / v 2 V 3/2 2v^/2(l-(wa-ws) ) (1 - (wa + ws)·6)
24 wa ws β2 ArcSin[2 wa] ArcSin[wa +■ ws] _ 4 ws2 g2 ArcSin[2 wa] ArcSin (wa + we] + 
(1 - 4 wa2)322 (1 - (wa + ws)2)3/2 (1 r· (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
%i · s ν·"v .
t 'i- ■
£>·.·> - .'N--
8 wa2 32 ArcSinfwa - ws) ArcSin [wa + ws] 8 wa ws β2 ArcSin [wa - ws] ArcSin [wa + ws]
:(1-4 wa2)372 (1 - (wa - ws)2)3/2 * (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2)3/2 '
■ ·· j£*;· ·:·<·■" v, - - *. ...
8 wa2 /32 ArcSinfwa - ws) ArcSin [wa + ws] 4 wa2 /32 ArcSin [wa - ws ] ArcSin [wa + ws]
(1 -4 wa2)3/2 (1- (wa + ws)2) (l-(wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2)V 2 v 2 / 2
+
8 wa ws β2 ArcSin [wa - ws ] ArcSin [ wa + ws] 4 ws2 β2 ArcSin [wa - ws] ArcSin [wa + ws]
(l-4wa2) (l~{wa + ws)z) 
8 wa2 β2 ArcSin [wa + ws ]2
2,3/2
A (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)z)*2,3/2
8 wa ws β2 ArcSin [wa + ws } 2
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372 (1-4 wa2)372 (1 & (wa+ws)2)
l 3/2 V ./-V,*' ν<ύ·.
oa - r- 'I'jfi-i
:■ f,y.V
.-'•.IV' s .·>
8 ws3 + ws Λ + 2 β ArcSin [ws]




Μ - ■ j '·'.
{{A^4wszVTT^T^ g ArcSin [ws] ^
{{A^/3}} · : . ?. :· v'v. ν,Λ
B.2.4. Δεύτερος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας ws=0,wa^0(αντισυμμετρική
;.r o ·
Λ ^3 + 2 (~waA»g (ArcSin [wa] + ArcSin [2 wa])) ^ -4 wa Λ + 4 g (ArcSin[wa] + ArcSin(2 wa]) 
/.vv·· Vi - wa2 . · . · ^ ■ V1 - 4 wa2
-T'/' ‘ ’ -" ; V’· ' ’ J· ; ; VV ·.'·'* ,v ■·"
{{Α-»
|waz t-2 Vl - 4 wa2 (-1 * wa2) + (-l + 4waz))+ g (ArcSin [wa] + ArcSin [2 wa] )
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> j ii?. '< ...
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Exact perfect 3rd l.nb
ClearAll[ws, wa. A, β, Eql, Eq2, fs, Be, Eqll, EqA, Eq22, EqB, Rl, R2, R3, SI, S2, S3]
Eql = 4 we (3 wa2 + 2 ws2) +
(wa - we) A - (3 (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa - ws ] )
. · *'■ · -·ί·ΛJ\-y'r
c * ?j.,·■>'■ o
f y33.i· < ■ ·' ·;
Vl- (wa-ws)2
- (wa + ws) A + β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws] )
Eq2 = 4 wa (wa2 + 3 ws2) +
Vl - (wa + ws)2 ;/
Vs
• ■ £ ·£'-■/
(-wa + ws) A + β (ArcSin [2 wa] + ArcSinfwa - ws] )
up# ■ , ; , . ; Vl - (wa-WS)2
- (wa + ws) Α + β (ArcSin[2 wa] ♦ ArcSin [wa + we] )
---------------T-------- .......... —-------—---------- - ♦ ·:ί =
Vl - (wa + ws)*
IS 1 ik S'" k · "S"' l" I'* . \
(-4 waA + 2/3 (2 ArcSin [ 2 wa] + ArcSin [wa - ws] + ArcSin[wa + ws] ) ) ;
s,·. I if:} ; < V· % A
V1 - 4 wa2 
(*fs=8 ws3* 2 ” .
;.r·*"’; '·· ’' Vi-»»2 - . ·· ; · .;.v" * ]
SS=4 TfH3 | 2 (ArcSxnC»»}♦ArcSin[2 »a])) t -4 wa A*4 £ (AroSinf«a)^ArcSin[2 wa])
,ΐ. Vl-»»* ’ ;·..*♦» V . Vl-4 «a2
■ .·- ** .'Si.' ky
' S. ; iS t \ .
Eqll = Collect [Eql, A] ; 
: EqA = Y
'r %
Collect [Eqll, β] /. {4 ws (3 wa2 ♦2w*j-> Rl,
-wa - ws
. Vl - (wa-ws)2 Vl - (wa + ws)2 
ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws] ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws]
->R2,
•'.3 ? ·
; Vl - (wa-ws)2 
Eq22 = Collect[Eq2, A];
EqB = Collect [Eq22, β] /.
Vl - (wa + ws)2
' R3}
r -Λ· %1; i i-’·. 4 wa ■"skaC’-y.. -wa + ws
|4 wa (wa2 + 3 ws2 ) -+ SI,--------------------------+
-wa-ws
.r'.ifv > >. 
· V-/.·
Vl-4 wa2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2
S2,
ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws] ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]
+------------------------------------------------------------------------ +
\ .·
Vl- (wa-ws)*" . ■ Vl - (wa + ws)2
2 (2 ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa-ws] + ArcSin [wa + ws] )
Vl-4 wa2
Solve [Eliminate [ (EqA = 0, EqB = 0} , β], A] 




R3 SI - Rl S3 i -I 
R3 S2 - R2 S3 J '
R2 SI - Rl S2 ■»
-R3 S2 + R2 S3 }}
'Ifi/
-W- +i * . * ■ & - ,·
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exact perfect 3rd 2.nb
ClearAll [ws, wa, A, β, Eql, Eq2, fs, es, Eqll, Εςλ, Eq22, EqB, Rl, R2, R3, SI, S2, S3}
3 -2 ws A + 2 β ArcSin[we]
fs — 8 ws + ■■■
Vl - ws2
,2 (- wa X + β (ArcSin [wa] + ArcSin[2 wa] ) ) 
ss = 4 wa3 +----------------------------------------—------- ----------------------------------+
Vl - wa2"
-4 wa A + 4 β (ArcSin [wa J + ArcSin [2 wa] )
Vl - 4 wa*
Rl = 4 ws (3 wa2 + 2 ws2) ;
wa - ws -wa - ws
■ R2 =
Vl - (wa - WS )2 Vl - (wa ♦ ws)2
■
·;·*>
Vl - (wa + ws)2
ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws] ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws ]
R3 =.................................................... - -----------------+
Vl - (wa-ws)2 ' ·1
51 = 4 wa (wa2 + 3 ws2) ;
4 wa -wa + ws
52 = --
-wa - ws
Vl - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 Vl - (wa + ws)5
ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa-ws] ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws]
S3 = ------—--------------------------------------------------------+ .---------------------------------- ---------------------------------♦
Vl - (wa-ws)2 Vl - (wa + ws)2
Vl -4 wa2
(2 (2 ArcSin [2 wa) + ArcSin [wa - ws] + ArcSin [wa + ws] )) ;
r R3 SI - R1 S3 η
A = FullSinplilYl- ]
-■ R2S1-R1S2 , '·. is
β = FullSinplifyl--------------------------------1
1 -R3 S2 + R2 S3 J
. · r___________________ · ■
■; . - [Vl - 4 wa2 γ 1 - (wa - ws)2 γΐ - (wa + ws)2
■ t ·.
4 (wa + 2 ws) (wa2 + wa ws + ws2) (ArcSin [2 wa) .+ ArcSin [wa - ws] )
■ S - . Vl - (wa-ws)2 * ' - t · . ■
4 (wa-2ws) (wa2 — wa ws + ws2) (ArcSinf2 wa] + ArcSin [wa + ws) )
■ .. Vl - (wa + ws)2 - - ■+ ·■ '·’·.· ‘ ; ' . ·
8 ws (3waz + 2ws2) (2 ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa - ws]
Λ· J-
Vl - 4 ■
+ ArcSin [wa + wsj) j j ^
. . ^2 (V1.-4 wa2 + yjl - (wa - ws)2 + ~\Jl - (wa + ws)2 j , /
(2 ws ArcSin [2 wa] + (wa + ws) ArcSin [wa - ws] + (-wa + ws) ArcSinfwa + ws] ) |
[-2 Vl - 4 wa2 λ/ 1 - (wa - ws)2 (wa-2ws) (wa + ws) (wa2 - wa ws + ws2) +
2 Vl _ 4 wa2 (wa - ws) (wa + 2 ws) (wa2 + wa ws + ws2) -^1 - (wa + ws)2 +
8 wa λ/ 1 - (wa - ws) 2 ws (3 wa2 + 2 ws2) +/l - (wa + ws)2 j J
|^Vl - 4 wa2 + λ/ 1 - (wa - ws)2 + -\Jl - (wa + ws)2 j
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Διερεόνηση Ιου ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb
<* ,: : -τ
'»'} V;-*· >',·ίΓ -
ClearAll [ws, wa. Λ, β, Ale, λΟ, 11, 12, g, h]
ι·-<ίΓ >* J-’’' ·: '.)* · ;'.· ■■! '/ι 'y..
StylePrint[" Δ ιερεύνηση και υπολογισμός μεγίστων και ελάχιστων ιβν
συναρτήσεων του Ιον δευτερεύοντα δρόμον ισορροπίας”, "Subsection”]
StylePrint[
"1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας - συμμετρική παραμόρφωση”,”Subsubtitle"]
V'.'·'·' ΐ ν , > ’ - ?; t'-’’ : Ί··ϊ-C
, , - --------------- β ArcSinfws] ,
StylePrint["Ale(ws,/J) =4 ws2 Vl - ws2 +--------------------------------”, "DisplayFormula"]
Alefws] : = 4 ws2 Vl - ws2 +
β ArcSinfws]
.. Ϊ? '
StylePrint[”H συνάρτηση αυτή θεωρείται μιας μεταβλητής, της ws, και υπολογίζονται
V ' V.‘«·. If' ;· .·.· -· ·. . . - - ..Η ..ί . ' ν'' '·
τα ακρότατα της μέσα μηδενισμού της 1ης παραγωγού της”, "Subsubtitle"] 
StylePrint["1η παραγωγός", "Subsubsection"]
g - FullSiiqplify[d>s Ale [ws] ]
X-: * '*:■ ^ .v;\ / ··■’■; , ‘ V K ;x*f ■ J. T'~.·.
StylePrint["τιμή του β που την μηδενίζει”,"Subsubsection”]
Solve[g = Ο, β] '
4 (-2 ws3 ♦ 3wss): ι·?-*'·*· ·•v h =
vs - Vl - ws2 ArcSin[ws]
StylePrint[”με γράφημα","Subsubsection”]
Plot[h, {ws, -1, 1>]
StylePrint}^ οποία έχει μέγιστο για την ακόλουθη τιμή του ws”, "Subsubsection"]
h2 = d„ h;
FindRoot[h2 = O, {ws, 0.9}]
StylePrint[”που οδηγεί στη τιμή του β πέραν της οποίας ο
1ος δεντερεΰβν δρόμος ισορροπίας ΔΕΝ έχει οριακό σημείο. Στην 
τιμή τον β που ακολουθεί υπάρχει σημείο ΚΑΜΠΗΣ”, "Subsubsection”]
h /. ws-»0.9808099961038675
StylePrint}
"Τούτο διαπιστώνεται από χοφοκτηριστικά γραφήματα της συνάρτησης βς κατωτέρω", 
"Subsubsection"J
β = 4.5 · V , ι'-V: ..*!$
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Διερεύνηση 1ου ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb
q2 = Plot [Ale [we], {we, 0.9, 1}J 
β = 5
q3 = Plot [Ale [we] , {we, 0.9, 1JJ
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Muthematica
Διερεύνηση Ιον ακριβούς 2οντος δρόμον ισορροπίας τέλειου, nb
Λ<> * ■ ’
η οποία έχει μέγιστο για την ακόλουθη τιμή του ws
{wa->0.98081).
που οδηγό στη τιμή του β πέραν της οποίας ο 1ος δεοτερεόων δρόμος ισορροπίας ΔΕΝ έχει οριακό 
σημείο. Στην τηιή του β που ακολουθεί υπάρχει σημείο ΚΑΜΠΗΣ
4.69088 . V . . '·. ·ν
Τούτο διαπιστώνεται από χαρακτηριστικά γραφήματα της συνάρτησης ως κατωτέρω
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Διερεύνηση 2ου ακριβούς 2σντος δρόμου ισορροπίας τέλασυ.εώ
... ζ\:. '
: ' ' ·■:
ClearAll[ws, wa, X, β, Ale, λΟ, 11, 12, g, h]
StylePrint["Διερεύνηση και απολογισμός μεγίστων και ελάχιστων των 
συναρτήσεων του 2ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας","Subsection") 
StylePrint[π2ος δευτερεΰων δρόμος ισορροπίας - συμμετρική παραμόρφωση".
" Subsubtitle" ]
StylePrint["A2e(wa,/3)= — wa2 (-2 Vl - 4 wa2 (-l+wa2)+Vl - wa2
- 0 (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]) f , _ ,. τ
(-1+4 wa )) +---------------------------------------------------------------------------------", "DisplayFormula"
• ·" wa :: ·'··*· ·*
A2e[wa]
2 ,· v,-;
— wa2 (-2 Vl -4 wa2 (-1 + wa2) + V1 - wa2 (-1+ 4 wa2)) ♦
/3 (ArcSin[wa] + ArcSin[2wa])
Vi .’. ϋ ...
.' ■ -f; .-.'.Vi
. Λν
"Vi: ·
StylePrint["Η συνάρτηση αυτή θεωρείται επίσης μιας
μεταβλητής, της wa, και υπολογίζονται τα αχρότατα της 
μέσω μηδενισμού της 1ης παραγωγού της","Subsubtitle”]
StylePrint["1η παραγωγός", "Subsubsection'] 
g = FullSinplify [0„a A2e[wa]]
StylePrint["τιμή του β που την μηδενίζει","Subsubsection"]
Solve[g = Ο, β} .
ί/;.: 2 wa (4 «a2-32 ya4*l0 wa6) -« wa3>38 waa-«0»aT 'ί ί -ΐ v"Ti.‘J’.'
’■ 'ik'x ’Λ-’ ", VT-a—* - - Tit-Wit' "'·< / i' \' ?*
- 3 (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa])
StylePrint] "με γράφημα", "Subsubsection" }
Plot[h, (wa, 0.49, .5}] [ r i >
StylePrint['η οποία έχει μέγιστο για την ακόλουθη τιμή του ws","SUbsUbsection"] 
h2 = 0m h;
FindRoot[h2 = 0, {wa, 0.495}]
StylePrint["που οδηγεί στη τιμή του β πέραν της οποίας
ο 1ος δευτερεΰων δρόμος ισορροπίας ΔΕΗ έχει οριακό σημείο. Στην 
τιμή του β που ακολουθεί υπάρχει σημείο ΚΑΜΠΗΣ”, "Subsubsection"] 
h /. wa -» 0.49935660751242666 ; “-’Λ
StylePrint] i;■;.>> ■; '.-V'J. ’Ί ^^ , ; ■ ' -






ql = Plot[A2e[wa] , {wa, 0.49, 0.5}] 
β = 0.12616135860834984 
q2=Plot[A2e[wa], {wa, 0.49, 0.5}} 
β = 0.13
q3 = Plot[A2e[wa] , {wa, 0.49, 0.5}]
’'■ -.s f-V ■'·"·-·?'··: ·!Ύ : V
"-i ;·'· '· .>'' i
A. Αργοραποηλοο 
E. Εοαγόροο
B. Map tv Woo Διπλωματική Εργασία
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Μ at hematic a
Διερεύνηση 2οο ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειου.nb
;·. .·4 ’(ρν··
• "... v . ‘-2 ·’.
ν'-·,7:.· 2
■ Διερεύνηση και υπολογισμός μεγίστων και ελάχιστων των συναρτήσεων του 2ου 
δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας
2ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας - συμμετρική παραμόρφωση
X2e (wa, β) =— wa^ f-2 Vl - 4 wa2 <-l+wa2)+ 
Vl - wa2 (-1+4 wa2))+- wa
0 (ArcSin[wa] + ArcSin[2wa])
|wa2 (-2 VI"-'Γ*Ρ- (-1 + wa2) + VT^M-I + 4 wa2)) + :-g (ArcSin{Wa] + ArcSin[2wa})
3 ' · . - / - v ·, r wa r".
Γ, της wa, και




■ I η παραγωγός
ggMo. + —3/3 (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]}
3 wa?· .
■ τιμή too β που την μηδενίζει
2 wa (« waz-32 wa<<-IO wa6) + -<wa3«38ia5-«0na7 
wa2 __________Vl-wa2
.r VT - 3 (ArcSin [wa ] + ArcSin [2 wa ] )
}} ,
2 wa (iwa2^ wa4-»40wa6) + -4 wa3+38 wa5~4β wa7 
/ v Vl-4 ' VT^wa*: > ■' ··
, 6wa , + ,3**3.. „ 3 (ArcSin[wa] + ArcSin [ 2 wa])Vl—4 wa V1 ~Wfl ^ j * . ';.. .
με γράφημα
-Graphics- .
■ η οποία έχει μέγιστο για την ακόλουθη τιμή του ws
’ '· ' {wa -> 0.499357} .
% S- »-Jf■.
,r.;*
>. . ■»· *1 * j.'· 'v:
; : “ i 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ-Αρχεία Mathrmatica 
Διερεόνηση 2οό ακριβούς 2οντος δρόμου ισορροπίας τέλειοΏ.ηύ
: Cvf-y
■ που οδηγό στη τιμή του β χέραν της οποίας ο 1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας ΔΕΝ έχει οριακό 
σημείο. Στην τιμή του β που ακολουθεί υπάρχει σημείο ΚΑΜΠΗΣ
0.126161
Τούτο διαπιστώνεται από χαρακτηριστικά γραφήματα της συνάρτησης ως κατωτέρω
■*:·;: - ί ρ·
0.12
- Graphics - 
0.126161
• *4 V··· -« ·' ν ·χ· ■ ·· 5
■ : ' V- . ' .
j ..
0.49 0.492 0.494 0.496 0.498
- Graphics -
0.13
0.49 0.492< 0.494 0.496 0.498
0.5425
: ,χΤΎ- 'V, V
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b one exact.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
,·:· λ-· --"Ά. ·.. <. ·’·ί
r.
&·
ClearAll[ws, wa, Al, Α2, hi, Linpol, Lirapo2/ rl, r2, kl, k2]
StylePrint["Υπολογισμός ταν τιμάν του 1ου και 2ου δευτερεύοντος δρόμου
ισορροπίας του τέλειου συστήματος - ακριβής ανάλυση για β = 0.10","Section”] 
β = 0.10
StylePrint["AiepE0>rc)OT) μορφής καμπύλον - μέγιστα - ελάχιστα”, "Subsection"] 
StylePrint["1ος δευτερεύβν δρόμος ισορροπίας - συμμετρική παραμόρφβση (ws#0, wa=
Ο) : λ = 4 ws2 Vl -ws2
0.1 ArcSin[ws]
’, "DisplayFormula" ]
Al [ws ] := 4 ws2 Vl - ws2 +
β Attain [ws]
Λ i:■ r··1
StylePrint[ "Me πρώτη παράγβγο ας προς ws ίση με", "Subsubsection"] 
hi = 0„ Al [ws]!
StylePrint[”oi ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές τον ακροτάτβν του δρόμου αυτού", 
"Subsubsection”]
rl =FindRoot[[hl = 0}, [ws, 0.7}]
Limpol= Al[0.8189855160827633] 
r2 = FindRoot [[hi = 0} , [ws, -0.7}]
I4npo2 = Al[-0.8189855160827633] ’ \ '
Limit [Al [ws] , ws-»0]
StylePrintf ■ J
"Ευνεπός ο 1ος δευτερεύαν δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει δυο οριακά σημεία [ws *
' 0.818986 , λ = 1.65669] , [ws = -0.818986 , λ = 1.65669]», "Subsubsection"J ■
StylePrint["και αναμαλία στο σημείο [ws = 0 , λ = β = 0.10], όπβς 
φαίνεται και από το γράφημα που ακολουθεί","Subsubsection"]
Plot[Al[ws], {ws, -1, 1}Ι 
StylePrint[
”2ος δευτερεύβν δρόμος ισορροπίας - αντισυμμετρική παραμόρφβση (ws=0, wa#0)“, 
"Subsubsection"] "v·.; Ί ■·. V . ,
. 2
StylePrint [”Α2= — wa2 (-2 Vl -4 wa? (-1+wa2) +Vl -wa2 (-1+4
2 0.1 (ArcSin[wa]




A2[wa_] := — wa2 (-2 Vl - 4 wa2 (-1 + wa2) + Vl - wa2 (-l + 4wa2))
β (ArcSin[wa] + ArcSin[2wa])
StylePrint["Με πρώτη παράγβγο βς προς wa ίση με", "Subsubsection"] 
h2 = A2[wa]
StylePrint["oi ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές τβν ακροτάτβν του δρόμου αυτού”, 
" Subsubsection" ] 
kl = FindRoot[{h2 = 0}, [wa, 0.4}]
I*>1 = A2[0.4801135597483448]
k2 = FindRoot[{h2 = 0}, [wa, -0.4}]
1{>2=A2[-0.4801135597483448]
Limit[A2 [wa] , wa -+ 0]
StylePrintf ;·, , : - . r ;
"Ευνεπάς ο 2ος δευτερεύβν δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει δύο οριακά σημεία [wa = 
0.480114 , λ = 0.428062] , [wa = -0.480114 , λ = 0.428062]", "Subsubsection”] 
StylePrint["και αναμαλία στο σημείο [wa =0 , λ = 3β = 0.30], όπος 
φαίνεται και από το γράφημα που ακολουθεί»,"Subsubsection”]
Plot[A2[wa], [wa, -0.5, 0.5}}
Λ. Αργορο7τούλθΌ 
Ε. Ευαγόραν 
Β. Μαρτχ/Ιδον Διπλωματική Εργασία
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mat hematic a
' >1 Ϊ "‘Jv. .·Ί|^ν%\
ισορροπίας του τέλειου συστήματος - ακριβής ανάλυση για β = 0.10
0.1
*·.
Διερευνηση μορφής καμπύλων - μέγιστα - ελάχιστα
1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας - συμμετρική 
παραμόρφωση (ws*0, wa=0): λ = 4 ws‘ Vl-wsz +2  w^ ‘ 0,1 ArcSin[ws)ws
K-.
■ Με πρώτη παραγωγό ως προς ws ίση με
0.1 4 ws3 „ η—~----- Τ 0.1 ArcSinfws]
— + 8 ws ν 1 - wsz------- —--------5—i —
W3 V 1 - ws2 Vl -
οι ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές των ακροτάτων του δρόμου αυτού








? ; . 
ΐ. ί’ .·
Συνεπώς ο 1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει δύο οριακά σημεία [ws = 0.818986 , λ = 
1.656691 , [ws = -0.818986, λ= 1.65669|
Λ
και ανωμαλία στο σημείο [ws = 0, λ = β = 0.10], όπως φαίνεται και από το γράφημα που ακολουθεί
-I -0.5
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
b one exact, nb
2ος δεοτερεύων δρόμος ισορροπίας - αντισυμμετρικη παραμόρφωση (ws=0, wa£0)
Α2=-|- wa2 (-2 V1 - 4 wa2 (-l+wa2)+
ViTwa2 (_1+4 tJa2)) , °·1 (^cSin[wa] -t- ArcSin[2 wa] )
wa
Με πρώτη παραγωγό ως προς wa ίση με
0-1 ( 2Vl-4 wa2____ V1 -wa"ι yl-w ^ /· .
wa *
wa2 f- 4 wa V1 - 4 wa2 + 8 wa V1 - wa2 * ^ W^i_L.3 l Vl- 4'
+ wa2) wa (-1
' Vi
+ 4 wa2) )
=f----  + - <·- wa2 /
I wa ( - 2 Vl~~4~wP~ ( -1 + wa2 ) +, VT^^ (-1 + 4 wa2)) - °'1 (ArcSinjwajj ArcSin [2 wa] )
• .·- ."■£ '■!;
01 ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές των ακροτήτων του δρόμου αυτού
{wa -> 0.480114) 'V:' ■* · <'“ ς ·' 7],
ισορροπίας του τέλειου συστήματος - ακριβής ανάλυση για β = 0.10
0.1
·· - ·4 <
Αιερεύνηση μορφής καμπύλων - μέγιστα - ελάχιστα
ν\¥ '·.*·■
1ος δευτερεόαν δρόμος ισορροπίας - συμμετρική παραμόρφωση (
0.1\ \ ArcSin[ws]
ws#Q, wa=0) : λ = 4 ws2 Vl - ws2 + ws
■ Με πρώτη παραγωγό ως προς ws ίση με ΐά
0.1
> Vl - ws2 Vl - ws2
4 ws3 „ r:-------- 5- 0.1 ArcSinfws]
== + 8 ws V1 - ws2------ :------------ »—ws^
ot ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές των ακροτήτων του δρόμου αυτού
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b one exact.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mat hematic a
οι ρίζες της οποίας δίδουν τις τιμές των ακμοτάτων του δρόμου αυτού
, “ {wa . 0.480114} , ■ - Λ
- 0.428062 > ·Κ :· ,; .
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b one exact 2.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
. r-'''■wi'.-Y· ■?.·; .. .. ,.*i·
ί: , <:. J ·;
.£**·> *
&;■■ ■ :· f·-
... λ; ‘
ClearAll[ws, wa, β, A, equl, equ2, xl, v 
StabDet, wsl, ws2, Acrl, Acr2, wal, wa2, Acr3, Acr4, x2]
StylePrintf"Ακριβής ανάλυση" , "Subtitle"]
StylePrintf
"Εύρεση του 3ου συμπληρωματικού δρόμου ισορροπίας για β = 0.10", ”Section" ]
β=0.10;
3ίγ1βΡπχπό["Εξισώσεις ισορροπίας", "Subsection"]
tv . ;.'1: .··:■
. , (wa - ws) λ - β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws] )
equl = 4 ws (3 wa + 2 ws') + ---------------------------------- ■ ■ - ------------------------------- +
Vl - (wa - ws)2
- (wa + ws) Λ + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws])
Vl - (wa + ws)2
equ2 = 4 wa (wa2 +- 3 ws2 ) +
(-wa + ws) λ + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws] )
-t ··■ **.
Vl - (wa - ws)2 
(wa + ws) λ + β (ArcSin[2 wa] +■ ArcSin[wa +■ ws] )
Vl - (wa+ws)2
1
(-4waA+-2/3 (2 ArcSin [2 wa] + ArcSin[wa - ws] + ArcSinfwa + ws] ) )
. ;· . ·„· 5
V1 - 4 wa2
StylePrintf"Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον υπολογισμό
σημείων του 3ου δευτερεύσντα δρόμου ισορροπίας, εκκινώντας 
από την τομή του 1ου και 3ου δρόμου", "Subsubsection”]
StetDeb = 144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 *
.-'.Vi ; ■ . 48 wa2 β
96 wa2 β 24 wa2 β
+
48 waws β 
+ -------:------------------- +
1 - .4 wa? l - (wa - ws)2 
96waws β 192 ws2 β
Vl -4 wa2 Vl - (wa-ws)2 1 - (wa - ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 1 “ 4 wa2
36 ws2 β 96 ws2 β 24 wa2 β 48 waws β
; 1- (1*4 - ws)2 Vl·- 4 wa? Vl - (wa-ws)2 1 -;(wa + ws)2 1 - (wa + ws)2,!
+ V; I';, i
36 ws2 0 48 wa2 0 96 wa ws /3
1 - (wa + ws)2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2




V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 (1 - 4 wa2) (1 - (wa - ws)2) (1 - 4 wa2) (1 - (wa +- ws)2)
4 β2 8/S2 : ;V. V.
I -?
(1 - (wa-ws) ) (1 - (wa + ws) ) V1-4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (i - (wa + ws)2) .
8/32 8/3z ■
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) V1 - (wa + ws)2 (1-4 wa2) Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa +■ ws)2
192 wa4 A - 48 wa? A 24 wa4 A 24 wa2 A 48 wa ws A
(1-4 wa2) / V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa - ws)2
384 wa2 ws2 A 96 ws2 A 36 wa2 ws2 A 36 ws2 A
-------- ...................................................... + ----------------------------- . — - ' .............. .........+ ‘.’,. ·'-
(1 -4wa2)3/z V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2
24 waws3 A 36 ws4 A 24 wa4 A 36 wa2 ws2 A
it t ‘ \2v^^ it t » /- / . ' it t
(1 - (wa-ws) ) . (1 - (wa-ws) ) (1 - (wa + ws) ) (1 - (wa + ws) )
24 waws3 A 36 ws4 A 24 wa2 A 4 8 waws A+
(1 - (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa+■ ws)2)3/2 Vl - (wa+ws)2 Vl - (wa + ws)2
36 ws2 A 8 wa2 β A 16 wa2 β A
Vl - (wa +■ ws)2 (1 - 4 wa2) (1 - (wa - ws)2) (l-4wa2) (1 - (wa - ws) “ )
Λ. Λργοροποόλο ο 
E. Ενάγόρον 
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b one exact 2.nb • I,
ΙΙΛΡΛΡΤΗΜΛ - Αρχεία Mathematica
4 βλ 8βΑ 16 wa wsj3 A
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2) (1-4 wa2 ) V1 - (wa - ws)2 (l-4wa2) (1 - (wa - ws)2 ) ‘
8 ws2 β λ 8 wa2 β A
(l-4wa2) (1- (wa-ws)2)372 (l_-4wa2) (1 - (wa + ws)2)372
-2 ° * 8 wa2 β A4 wa β A
(1- (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)372 λ/ 1 - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)372
16waws βA 8 wa ws β A
(1 - 4 wa2) (1- (wa + ws)2) 372 (1 - (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)
16 wavs β X .
2^/2
8 ws2 β X
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws) 2 (1 - (wa + ws) 2) 3/2 (1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)"
4 we2 β A .·■ 8 ws2 β X ·
(1- (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)372 V1 - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2) 
16wa2 βA 4 βΧ V:.; ' 1 ?
2,3/2
• *: (1-4 wa2)3" (1 - (wa + ws)2) V1 - 4 wa2 <1 - (wa + ws)2)
4 wa2 0 A 4|3A
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2)
4 ws2 β A8 wa vs β X
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) (1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)
8/3A 8 wa2 β X
(1-4 wa2) Vl - (wa + ws)2 Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)‘ 
i 4 β X Ά.· ■ 16 βΧ
{1 - (wa-ws)2) Vl - (wa + ws)2 V1-4 wa2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2
• Λ
16 waws β A
V1-4 wa2 (1 - (wa-ws)2) 372 Vl - (wa+ ws)2 
: ■■/ -Ί 8 ws2 βλ 16 wa4 A2
•ί**· v- V1 - 4 wa2 (1- (wa-ws)2)372 Vl - (wa + ws) 2 (1-4 wa2) 3/2 (1 - (wa - ws)2)
4 wa2 A2 16 wa2 A2
2.3/2
, V -TS *. , - · + --------------------------------------------------------- +
u :. ■ .»·?;. .*#* / >; V1-4 wa2 (1 - (wa - ws) 2 ) (1-4wa2)372 Vl - (wa-ws)2
4 A2 32 wa3 ws A2
V1 - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (l-4wa2)372 (1- (wa-ws)2)372
· V~-· 1 V., 8 wa ws A2 16 wa2 ws2 A2
. V _ - r v«
•5'· ^ ,'·!'' /ί· Vl-4wa2 (1 - (wa - ws)2)372 (l-4wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372
;ΐ· 4 ws2 A2 16 wa4 A2+ --------------------------------------------------------------
4 wa2 A2 4 wa4 A2
Vl - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2);372 ” '*“ —'2'372 ------ 'z
4 wa2 A2
(1- (wa-ws) ) (1 - (wa+ws)2)'
32 wa3 ws A2
V
Vl - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2) 372 (l-4wa2)372 (1- (wa+ws)2)
2.3/2
8 wa ws A2 8 wa ws A2
----------------------------------------------------------------------------------------------------- f ------ 1 " - ■ ---------------------------- -—-------------------------------  + . ■ ■ r;·.·.·
V1 - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)372 Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2)3/2 
■■·-, 16 wa2 ws2 A2 4 ws2 A2
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8 wa2 ws2 A2 4 ws2 A2
-: v
' f.i.V }>'Λ A
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)3/2 
4' we4 A2
Vl - (wa-ws)2 (1- (watws)2)372 
16 wa2 A2 " ■
(1 - (wa - ws)2)3/2 
4 A2
(1 - (wa + ws)2)372 (1-4 wa2)372 Vl - (wa + ws)2 
■v 4 wa2 A*
V1 - 4 wa2 VI^" (wa + ws) 2 
' 4 a2
(1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2 
8 wa ws A2
(1-(wa-ws)2) Vl - (wa + ws)2VT^ (wa - ws )2 Vl - (wa + ws)2 
4 ws2 A2
(1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)2
24 wa2 ws βArcSin[2 wa] 384 waws2 β ArcSin[2 wa]
+ ----------------------------------------------------------------
·,;*■; -i- +
192 wa3 β ArcSin[2 wa] 24 wa3 βΑτο3ίη[2 wa] 
+------------------------------—----------+.
(1-4 wa2 ) 3/2 (1- (wa-ws)2)372
(1 - (wa - ws)2) 3/2 (1-4 wa2)'
36 ws3 β ArcSin [2 wa] 24 wa3 β ArcSin[2 wa]
♦ ---------------- -——
/■* / \ 2 \ ^^2(1 - (wa - ws) ) it t \ 2 \ 5/2(1 - (wa+ ws)')
12 waws2 β ArcSin[2 wa] 
- (wa-ws)2)372 
24 wa2 ws β ArcSin [2 wa]
'T (I- (wa + ws)2)372-· :
12 wa ws2 βArcSin[2 wa] 36 ws3 β ArcSin[2 wa] 8 wa β2 ArcSin [2 wa]
(1 - (wa + ws)2)
16 wa/32 ArcSin[2 wa] ■ 
(1-4 wa2)3,2 (1 - (wa - ws)2) 
8 wa β2 ArcSin [ 2 wa]
(l-(wa + ws)2) (l-4wa2) (1 - (wa-ws)2)'
8 ws β2 ArcSin[2 wa]
(1-4 wa2) (1 - (wa-ws)2)372 
4 wa β2 ArcSin [ 2 wa]
(1 - 4 wa2) (1 - (wa + ws)2) /
8 wa β2 ArcSin [ 2 wa]
(1 - (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)372
8 ws β2 ArcSin [ 2 wa]
V1 - 4 wa2 V1- (wa-ws)2 (1 - (wa + ws)2 )372 (1 - 4 wa2) (1 - (wa + ws)2) 372
4 ws β2 ArcSin [2 wa] 8 ws /92 ArcSin[2 wa]
(1- (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)372
16wa/32 ArcSin[2 wa]
-------------------------------------------------------------------+-----------
(1 -4wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2) (i
4 ws β2 ArcSin [2 wa]
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)
8 ws β2 ArcSin[2 wa]
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)372 
4 wa β2 ArcSin [2 wa]
(wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)
8 wa β2 ArcSin[2 wa]
V1 - 4 wa2 (1- (wa-ws)2) Vl - (wa + ws)2 
32 wa3 β A ArcSin [2 wa]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2)3/z (1 - (wa - ws)2)
4 wa )3 A ArcSin [2 wa] 16 wa /3AArcSin[2 wa]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)372 (1 - 4 wa2)372 Vl - (wa-ws)2
48 wa2 ws β A ArcSin [2 wa] 4 ws 0 A ArcSin [2 wa]--------------- !--------------------------- ........... .............. .
(1-4 wa2)372 (1- (wa-ws)2)372 2.3/2
16waws2 β A ArcSin[2 wa] 
(l-4wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2 wa]
Vl - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2 wa]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)
32 wa3 β A ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)3/z (1 - (wa + ws)2)372 
8 wa3 β A ArcSin[2 wa]
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372 
48 wa2 ws /SA ArcSin[2 wa]
Vl - (wa - ws)2 (1 + (wa +we)2)372 
4 ws 0 A ArcSin [2 wa]
(l-4wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372
v
4 ws β A ArcSin [2 wa]
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- ·$· W '
f.: iv
16waws2 ^AArcSin[2wa] 
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)3
8 wa ws2 β λ ArcSin [2 wa]
(i - (war- ws)2)372 (1 - (ra ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2wa]
(l-4wa2)372 Vl- (wa + ws)2 {1 -■
---------------------------------------------------------- +
(wa - ws) 2 ) 3/2 V X - (wa + ws) 2
4 ws β A ArcSin [2 wa] 16wa2 β2 ArcSin[2 wa]2
(1 - (wa-ws)2 ) 372 Vl - (wa + ws)2 (1- 4 wa2 ) 3/2 (1 - (wa - ws)2 ) 3/2 ψ:.:
16 waws β2 ArcSin[2 wa]2 
-------------------------------------------------------------- + ----
16 wa2 β2 ArcSin[2 wa]2 
---------------------------------------------------------  +
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2)"*
16 wa ws β2 ArcSin[2 wa]2
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2)372
96 wa3 β ArcSin [wa - ws]
+--------------------------------------- -----------------+
(1-4 wa2)3/z (1- (wa-ws)2)3/2
4 wa2 β2 ArcSin[2 wa]2
(1- (wa-ws)2)372 (1- (wa + ws)2)'
4 ws2 β2 ArcSin[2 wa]2
(1- (wa-ws)2)372 (1- (wa + ws)2)372
24 wa3 β ArcSin [wa - ws] 24 wa2 ws β ArcSin[wa - ws] 192 wa ws2 /3 ArcSin [wa - ws]
+ --------------------------------------------------------------------+
(1-4 wa2 ) 3/2
(1 - (wa-ws)2)372 (1- (wa-ws)2)372 (1-4 wa2)ϊ3/ζ
12 waws2 β ArcSin [wa - ws] 36 ws3 β ArcSin [wa - ws] 8 wa β2 ArcSin [wa - ws]--------------------------------------------------------------------------+ --------------------------------------------------------------------
(1 - (wa - ws)2)
8 wa β2 ArcSin [wa - ws]
(1- (wa-ws)2)'*72 (l-4wa*) (1- (wa-ws)2)
8 ws β2 ArcSin[wa - ws]
(1-4 wa2) (1- (wa-ws)2) (1 - 4 wa2) (1 - (wa - ws)2)2.3/2
8 wa β2 ArcSin[wa - ws]
(l-4wa2)372 (1- (wa + ws)2)
4 ws β2 ArcSin [wa - ws]
................................ --■■■■ .......................— 1 .........................................+ ; —............................................................ ........................... i.
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372 V1 - (wa + ws)2
- . ' ·. ■ ; . •·τ\ , ' ·.'
8 ws β2 ArcSin [wa - ws] 24 wa3 β A ArcSin [wa - ws]
4 wa β2 ArcSin [wa - ws]
(1 - (wa - ws)2) 3/2 (1 - (wa + ws)2)
8 wa β2 ArcSinfwa - ws]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2) 372 Vl - (wa + ws)2 (l-4wa2)3/2 (1- (wa-ws)2)
4 wa β A ArcSin [wa - ws] 8 wa β A ArcSin[wa - ws]
—;■■·—■■■ —-------------- ;------------------------ :------------------------------
Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372 (1 - 4 wa2)3/z Vl - (wa - ws)2
2.3/2
32 wa2 ws β A ArcSin [wa - ws] 4 ws β A ArcSin [wa - ws]
(1 - 4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2) 3/2 V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372
8 wa ws2 β A ArcSin [wa - ws ]
(1-4 wa2)372 (1 - (wa - ws)2)372 
4 wa3 β A ArcSin [wa - ws]
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) 372 
4 wa2 ws β A ArcSin [wa - ws ]
8 wa3 β A ArcSin [wa - ws] 
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372
16 wa2 ws β A ArcSin [wa - ws ] 
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372 
8 waws2 βΑΑτσ8ίη^3-ws]
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372 (1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372
4 wa ws2 β A ArcSin [wa - ws ] 4 ws3 β A ArcSin [wa - ws ]
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372 (1- (wa-ws)2) 372 (1 - (wa + ws)2)372
8 wa β A ArcSin[wa - ws] 4 wa β A ArcSin [wa - ws]
(1-4 wa2 ) 372 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)2
4 ws β A ArcSin [wa - ws) 24 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa - ws] 
(1-4 wa2) 3/2 (1 - (wa - ws)2)37*: £(1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
24 waws β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa - ws) 8 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa - ws]
■ + ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------+






Β. Μαρη/ίδοΌ AνΛωμα rttaj Εργασία
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
b one exact 2.nb
\ >&v




4 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws] 8 wa ws β2 ArcSin[2 wa] ArcSin[wa - ws]
+ --------------------
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)372 (1-4 wa2)372 (1- (wa + ws)2)372
; - v-
4 ws2 /32 ArcSin[2 wa] ArcSin [wa - ws] 8 wa2 β2 ArcSin [wa - ws]2




8 wa ws β2 ArcSin[wa - ws]2 96 wa3 β ArcSin[wa + ws] ■Λ:
(1-4 wa2)372 (1 - (wa - ws)2)
2.3/2 (1-4 wa2) 3/2
192 waws2 β ArcSin [wa + ws] 24 wa3 β ArcSin [wa + ws]
— + ----------------------------------------
(1 - 4wa2)372 (1 - (wa + ws) 2 ) 372
24 wa2 ws β ArcSin [wa + ws] 12 wa ws2 β ArcSinfwa + ws] 36 ws3 β ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa + ws)2)372 
8 wa β2 ArcSin[wa + ws]
(l-4wa2 ) 372 (1 - (wa-ws)2).;; (i-4wa2) (1 - (wa + ws)2)372
(1- (wa + ws)2 ) 372 ·
8 wa β2 ArcSin [wa + ws ]
/ \i £
r <+
(1 - (wa + ws)2)372
4 wa β? ArcSin[wa + ws]
(1 - (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)372 
8 ws β2 ArcSin [wa + ws}
8 wa β2 ArcSin [wa + ws]
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)372
*-’· ·,;·■■■ _ ; : ' 't'y f -V·'
4 ws β2 ArcSin [wa + ws]
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws) )
2.3/2
(1- (wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2)372
8ws β2 ArcSin[wa + ws] 8 wa β2 ArcSin [wa + ws]
V1 - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa + ws)2 ) 372 (1 - 4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)
’··*·./ +v"Vi'/ ' aVv/··"·';!1'·· V’\'' V’ ';··.■■·■·. '* f.t-
8 wa3 (8 λ ArcSin [wa + ws] 8 wa β A ArcSin [wa + ws]
2. 3/2(l-4wa2) 7 (1- (wa-ws)2)
16 wa2 ws β A ArcSin [wa + ws] 
(1 - 4 wa2)372 (1 - (wa - ws)2)372 
24 wa3 β A ArcSin (wa + ws]
(1 - 4 wa2)372 Vl - (wa-ws)2 
8 waws2 βAArcSinfwa + ws]
(1 -4 wa2) 372 (1 - (wa-ws)2)372
.· · Τ'.
4 wa β A ArcSin [wa + ws]
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)
3/2
4 wa3 β A ArcSin [wa + ws]
V1- 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)372
4 wa β A ArcSin [wa + ws ]
/ v2\ 3/2 . ,2.3/2(1 - (wa-ws) ) (1-(wa + ws) )
32 wa2 ws β A ArcSin [wa + ws]
V1 - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)372
■ .’;1 ·■ ■ ; ■ ’ ·* r . ; . ;»■ ■
4 ws β A ArcSin [wa + ws]
2.3/2
(1 -4wa2)372 (1 - (wa + ws)2)
4 wa2 ws β A ArcSin [wa + ws]
V1 - 4 wa2 (1- (wa + ws)2)372
4 ws β A ArcSinfwa + ws]
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)’
8 wa ws2 β A ArcSin [ wa + ws ]1 ----  1 11 +
(1-4 wa2 ) 372 (1 - (wa + ws)2) 72
4 ws3 β A ArcSin [wa + ws ]
l 2 \ 3/2
V1 - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)372
4 wa ws2 β A ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2)’
8 wa β A ArcSin [wa + ws]
(1- (wa-ws)2) 7 (1- (wa + ws)2) 7 (1-4 wa2)372 Vl - (wa + ws)2
8 wa2 β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws] 8 waws β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws]
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372 (1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372
24 wa2 β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws] 4 wa2 β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws]
+ --------------------------------------------------------------------------------------  +
(1-4 wa2)372 (1 / \2\3/2(wa + ws) ) , \2\^ /4 ; . 2 % 3/2(1- (wa-ws) ) (1- (wa + ws) )
24 waws β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws] 4 ws2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws]
(1 - 4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)2.3/3 (1- (wa-ws)2)372
i 3/2
(1 - (wa + ws)2)
-;.VJ -.*■ ■
8 wa2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSin[wa + ws] 8 wa ws β2 ArcSinfwa - ws] ArcSin[wa + ws]
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8 wa2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + we] 4 wa2 β2 ArcSin[wa - ws] ArcSinfwa + ws]
• +■------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- +
- \ (1-4 waz)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/3 
8 wa ws β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws]
(wa - ws)z)3/2 (1 · , ,2V3/2(wa + ws) )(1
4 ws2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws]
(l-4wa2) “ (1 - (watws)2) 
8 wa2 β7 ArcSinfwa + ws ]2 
(l-4wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
2-3/2 (1 / \ 2 \ 3>Γ2(wa - ws) ) (1 (wa + ws) )
8 wa ws β2 ArcSin [wa + ws]2
(1 - 4 wa2)372
xl = FullS±inpl±fy[statDeb /. {wa 0, λ -► 4 ws2
,-f-\ ν'^ϊ-V #.?>* Γν··: ^^· ^'·1· · ·’/·. λ f - ■'■·. 'Ί%':
FindRootfxl = 0, {ws, 0.3}]
-f wsl = Evaluatefws / . %]
FindRootfxl = 0, fws, 0.9}]
ws2 = Evaluatefws /. %]
, .------------- /SArcSinfws]
Acrl = 4 ws V1 - ws2 + --------------------------  / . ws -» wsl
(1 - (wa + ws)2)372
βArcSin[ws]
}l·
Acr2 = 4 ws" Vl^
ws
β ArcSinfws]





StylePrintf"Ευνεπώς ο 1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει
δύο κρίσιμα σημεία, εκ των οποίων το πρώτο αντιστοιχεί στη τομή του 
με τον 3ο δευτερεύοντα δρόμο και το δεύτερο στο οριακό σημείο του,
VV· Τ» 'λ* .-ν-*!. ■·*■'■'«'■ "■ ·■*;. - ·····„·* ·■' - Ι,ο.
που υπολογίστηκε από το πρόγραμμα b one exact.nb", "Subsubtitle"] 
Print["Topf| Ιου και 3ου δευτερεύοντα δρόμου : ws =
0.321205 , wa = 0 , λ = 0.492627"] : ’ .*
Print ["υπενθυμίζεται ότι το αντίστοιχο σημείο τομής από τη προσεγγιστικη 
ανάλυση (b one.nb) βρέθηκε για ws = 0.321682, wa = 0 , λ = 0.495279"] 
Printf'Opiaxo σημείο : ws =
0.818986 , wa = 0 , λ = 1.65669"]
2 \ |· ·
Τ ■’·· ΐ 
’fi '■>, ! ΐ ν.
,ϊ'Μ
StylePrintf"Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον
υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, 
εκκινώντας από την τομή του 2ου και 3ου δρόμου", "Subsubsection"]
. ·'■.·/■
χ2 = StatDeb / . -fws -> 0, λ (-2 Vl - 4 wa2 (-1 + wa2) + Vl - wa2 (-l + 4wa2)) +
β (ArcSinfwa] + ArcSin[2 wa] ) 
wa
FindRoot[x2 = 0, {wa, .16}] 
wal = Evaluate[wa /. %]
FindRoot[x2 = 0, {wa, .48}] 
wa2 = Evaluate[wa /. %]
P
Acr3 = — wa2 (-2 V1-4 wa2 (-1 + wa2) + Vl - wa2 (-1 + 4 wa2) } +
β (ArcSinfwa] + ArcSin[2 wa] )
/ . wa -» wal
Acr4 = — wa2 (-2 V1 - 4 wa2 (-1 + wa2) + Vl - wa2 (-1 + 4 wa2) ) +
β (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa])
/. wa -* wa2
StylePrintf"Ευνεπώς ο 2ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει δύο 
κρίσιμα σημεία, εκ τβν οποίων το πρώτο αντιστοιχεί στη τομή του·;, 
με τον 3ο δευτερεύοντα δρόμο και το δεύτερο στο οριακό σημείο τού,-
που υπολογίστηκε από το πρόγραμμα b one exact.nb","Subsubtitle"]
-j'a ' h ; . · ·- / *·." ' 'y* r,r-r”*·" ' -· ·
Print["Τομή Ιου και 3ου δευτερεύοντα δρόμου : ws =
0 , wa = 0.197611 , λ =0.3307"]
• . ;·; «A,*!'. ··, > '. *·... ,.-ί,.'-. ·-; .
Print ["υπενθυμίζεται ότι το αντίστοιχο σημείο τομής από τη προσεγγιστικη
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ανάλυση (b one.nb) βρέθηκε για ws = 0, wa = 0.19743 , λ = 0.330395"] 
Print["Οριακό σημείο : we * <
0 , wa = 0.480114 , X = 0.428062"]
Ακριβής ανάλυση
Εύρεση του 3ου συμπληρωματικού δρόμου ισορροπίας για β = 0.10
Εξισώσεις ισορροπίας
4 ws (3 waz + 2 ws2) + (wa~W3) Α~°·1 (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - wa})
\ V'·, Vl - (wa-ws)·7 ;
{ wa wo) A + 0.1 (ArcSinf.2 wa] + ArcS£n[wa + ws]) '.v;
■··.·. " V1 - (wa + ws)2 v ; ~
- , 7 · 2. (-wa + ws) λ + 0.1 (ArcSinf 2 wal + ArcSin fwa - ws 1 )
4 wa (wa^ + 3 wg ) + —---------------- ----------------- '---------------4---------------------------- ---------------
Vl - (wa - ws)2 
(-wa-ws) A+0.1 (ArcSin E2 wa] + ArcSin fwa + ws] }
' ·Γ ;. ;ί Vl - (wa + ws)z
, -4 wa Λ + 0.2 (2 ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa - wa] + AroS in [wa » ws])
Vl - 4 wa·2
;··./ :u.·
•v·· j
■ Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερευοντα δρόμου ισορροπίας, 
εκκινώντας από την τομή του 1ου και 3ου δρόμου
V ; V ;· {νφ -> 0:321205}
θ'. 321205
·, {ws-+0.818986}
. > ;· 0.818986 . :
0.492627
': ?·~· V:''-y ·ν.?··Ψΐ ' '■ "■·
·’;·.+ ν'; ’■··"■ ϊ .65669,1 >, ;;v
Ύ& ~ΐ *Μ·£.
Π -*■' ι ·
'•·ν,*”3έ
Συνεπώς ο 1ος δευτερεύων δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει δύο κρίσιμα 
σημεία, εκ των οποίων το πρώτο αντιστοιχεί στη τομή του με τον 3ο 
δευτερεύοντα δρόμο και το δεύτερο στο οριακό σημείο του, που 
υπολογίστηκε από το πρόγραμμα b one exact.nb
Τομή Ipu και 3ομ δευτέρεόοντα δρόμου : ws = 0.321205 , wa = 0 , λ = 0.492627
υπενθυμίζεται ότι το αντίστοιχο σημείο τομής από τη προσεγγιστική
ανάλυση (b one.nb) βρέθηκε yia ws - 0.321682, wa = 0 , λ = 0.495279
Οριακό σημείο = 0.818986 , wa = 0 , λ = 1.65669
Λ, Αργσρσποΰλοσ 
Ε. Εναγόροο 
Β. Μαρη/ίδοο Διπλωματική Εργασία
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b one exact 2.nb
• .'· ">/. > ,· -vr -vjr..
• V ‘vi . ‘ v
8
*·*· ? ;·- , V·’·· .ΓΛ·η · . * - *Λ.·^ . *K·. » ‘ ‘ .
".%·Γ·;· ..l-V ’ · '" '■ y-ί. \r-f±bK $?h·'·**
m Τιμές έναρξης της επίλυσης για τον υπολογισμό σημείων του 3ου δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, 





'J i'·' :·: . -·· ·




; ' >·<- - ν ' c.:
r r
σημεία, εκ των οποίων το πρώτο αντιστοιχεί στη τομή του με τον 3ο 
δευτερεύοντα δρόμο και το δεύτερο στο οριακό σημείο του, που 
υπολογίστηκε από το πρόγραμμα b one exact.nb
, Τομή 1ου.και 3ου δευτερεύοντα δρόμου : ws = 0 , wa= 0-197611 , λ = 0.3307 .
- υπενβυμί ζεται, ότ ι το αντ ίσχοερο σημείο τομής οπτό' τ η προσεγγιστ ική
. ανάλυση (b one.nbj βρέθηκε για ws - 0, wa - 0.19743 , λ - 0.330395 . ·
Οριακό σημείο . : ws = 0 , wa - 0.4801.14 , λ - 0.428062,
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searchS.nb
. ;·ί:·'Λ·4 4, . 4^; V Λ'· , s ··:· i;
(*Search3.nb, αντίστοιχο του Searchl.nb αλλά για ακριβή ανάλυση») 





; Vll = 16we2 + 4 (3wa2 + 2 we2) ·+ ^ (■»-»») T —^............... ■
0y(::,r ' V. ... / Vl - (wa-we)2 Vl - (wa + ws)2
! ' - · V·'
Vj*;
(wa - ws) ( (wa - ws) λ - β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws] ) )
(1 - (wa - ws) 2)3/2 -
( (wa + ws) (- (wa + ws) λ + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws]))) / (1- (wa + ws)2)Vi;
96 wa2 β 24 wa2 β
StabDet = 144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 + ------------------+ ------------------------------+
1-4 wa2 1 - (wa - ws)2
:fiy
-■ . !"
48 wa2 β 48 wa ws β 
+--------;----------------— +
96 wa ws β
V1-4 wa2 Vl - (wa - ws)2 1 (wa ~ ws)2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 1 - 4 i
96 ws2 β 24 wa2 β 48wawsjS------- + ----- :------ - +
192 ws2 β
+----------------— + Γ''-sF
1-4 wa2 •'ii. ··:
36 wsz
*-■ *\y .
$ CV ·:. :-Jy C'·..
lr (wa-ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 1- (wa + ws)2 1- (wa + ws)2
48 wa2 β36 ws2 β 96 wa ws /9
1 - (wa + ws)2 V1-4 wa2 Vl - (wa + ws)2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2
■ :· :'■ Λ .
96 ws2 β 4 β2 4β2 +
V1 - 4 wa2 Vl“ (wa + ws)2 (l-4wa2) (1 - (wa - ws)2) (1 - 4 wa2) (1 - (wa + ws)2)
■■ 4/s2 ?,-·■■ .y'o',;' < - ·«]?)■ ■ %·*
------------------------------------------------------------------------------- + — ■■ - ■ ■ —— ---------------------------------------- +
(1 ■ (wa-ws)2) (1- (wa + ws)2) V1 - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)
F-'v:'8/s2 ·■;. : ' F FiC: ββ2 : ‘ · -
':S& i'
:rt ■
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2) Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2) Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2 
t 192wa4A 48 wa2 A 24wa4A·. \ Fv, 24wa2A 48wawsA
(1-4 waz)3/2 Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)?/2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa - ws)2
36wa2ws2A - 36ws2A ■-* ·"384 wa2 ws2 A 96 ws2 A
y · ··'”·
.· ·■-■ *<■»·“ *, ·; »v .·.
V F" - -
#?·· #
:;*>>£ is -V. 3·$. ··
(l-4wa2)3/2 V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2) . V1 - (wa - ws)2
24 wa ws3 λ 36 ws4 λ 24 wa4 Λ 36 wa2 ws2 λ
(1 - (wa-ws)2)3/2 (1- (wa-ws)z)'r, = ” (1- (wa + we)z)"‘ (1- (wa + ws)2)
, 3/2 2.3/2
24 wa ws3 A 36 ws4 A 24 wa2 A ' i 48 wa ws A
(1 - (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2 V1 - (wa + ws)2
36 ws2 A 8 wa2 β A 16 wa2 β A
H'-vF 4?--vy
Vl - (wa + ws)2 (l-4wa2) (l - (wa-ws)2)3/2 (l-4wa2)3/2 (1- (wa-ws)2)
^ 8βλ 16 waws βλ
■,· - i:'Λ-'
V1 - 4 wa2 (1- (wa-ws)2) (1-4 wa2 ) V1 - (wa - ws) 2 (1-4 wa2 ) (1 - (wa - ws)2 ) 3/2
v
8 ws2 β A 8 wa2 β A
. 3/2(1-4 wa2) (1- (wa-ws)2) (l-4wa2) (l-(wa + ws)z)2,3/2
4 wa2 β A 8 wa2 β A
(1- (wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2)3/2 V1 - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 ·/
16 wa ws β A 8 wa ws β A
(1-4wa2) (1- (wa + ws)2)3/2 (1- (wa-ws)2) (1 - (wa +ws)2)3/2
16wa ws β A flw«2ex
·?· /
8 s  /3 λ
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 (1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/
>' ~ '?/· ·■: : Λ '. \;
·'· ?>·> '■ ·
4 ws2 j8 λ 8 ws2 β λ
(1- (wa-ws)2) (1- (wa + ws)z)3/2 V1 - 4 wa2 V1 - (wa - ws)2 (1- (wa+ws)2)'
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.-V:· .
>■ i · ·. ·. *>.■.
‘ν'-Λ
.ί;* ' V-/· /:y ^C$£t
*'*£. , νί 11 ■■·* i ϊ A-./·/· £·
ί;·!·'^ CVi ‘V:··:. 'i ·»->-<
Ί/^ν^ 2 i:t
16 wa2 β A 4/3 A ;5;' / ■>·
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + we)2) Vl-4wa2 (1- (wa + ws)2) 
4 wa2 β λ 4/3λ
(1 - (wa-ws)2) 1 (1 - (wa + ws)2) Vl - (wa - we)2 (1 - (wa + ws)2) 
_ o I1 *
8 wa w Ββλ 4 wsz £ λ
j5 · ,V'·.;'C·;" (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)
8/3Λ - 8 wa2 β X
; .'v
-ϊ*\ 5 »V. ' . J
K:f- ·· v: ?·>· '·: ·** ;·. ' ··'*' ;·- · ··.
r ^ "
(1-4 wa2) Vl - (wa + ws)2 V1-4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)5
4/8A ' . . " 16j8Λ I
(1 - (wa-ws)2) Vl - (wa + ws)2 Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)'
16waws/3A
‘ -VC
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
8 ws2 /3 A .· . V 16 wa4 A2
*( £*.
ϊ, i.4* Τ'"
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2)3/z (1 - (wa - ws)2)372 
4 wa2 A2 ; · 16 wa2 A2 ■ ‘
. · . *V,J· ________________________________________ Λ. ------------------------------------------------------------- -L· ·"* · J ■** I-*.· 'ί I?·.·''-
Elfl 1 V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)372 (1-4 wa2)372 Vl - (wa-ws)2
4 A2 ■ *> :r ·;·.<."·· 32 wa3 ws A2
V1 - 4 wa2 Vl- (wa-ws)2 (1 - 4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2)372 
8 wa ws A2 ->2'16 wa2 ws2 A2
rj ; : ■ :?
* . .· '.‘A
>$3~i
V1 - 4 wa2 (1- (wa-ws)2)3/2 ■ (1 -4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372
4 ws2 A2 16 wa4 A2
>κ· /
• '·*
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)372 (1 -4wa2)V2 (1 - (wa + ws)2)’
4 wa2 A2 4 wa4 A2 .r: v-:..
V1 - 4 wa2 (1- (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 ■.*.·" ·:,
4 wa2 A2 32 wa3 ws A2
Vl - (wa - ws)2 (1- (wa + ws)2)372 (l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2)'
8 wa ws A2 8 wa ws A2
V1 - 4 wa2 (1- (wa + ws)2) 7 Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2) 
16 wa2 ws2 A2 \ 4 ws2 A2
2,3'2/
j > »*?
1 ^ ; ‘. V
(1-4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2) 372 V1 - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)
2,3/2
8 wa2 ws2 A2 4 ws2 A2
(1- (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2 ) 372 Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2)372
4 ws4 A2 16 wa2 A2




. .. ■’ •έ'ΐ,. -Λ .'·*· ϊ- Ό .*
:’ ■ ·
4 λ2 4 wa2 λ2
V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa -ws)2)372 Vl - (wa + ws)2 
4 A2 8 wa ws A2
Vl - (wa - ws)2 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa-ws)2 ) 372 Vl - (wa + ws)J
4 ws2 A2
- A (1 - (wa - ws)2)3/2 V1 - (wa + ws)^ ' (1-4 wa2)
192 wa3 /3 ArcSin[2 wa] 24 wa3 β ArcSin[2 wa]
+ ---------------------rrr------- + ---------------------- ——:— + -3/2
(1- (wa-ws)2)"
24 wa2 ws β ArcSin[2 wa] 384 waws2 β ArcSin[2 wa] 12 wa ws2 β ArcSin[2 wa]
(1- (wa-ws)2) (1-4 wa2)
3/2
(1 - (wa - ws)2)
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fi; Ei·.;.'
36we3 0 ArcSin[2 waj 24 wa3 β ArcSin[2wa] 24 wa2 ws β ArcSin[2 wa]
(I - (wa + ws)2)372' ' ;
36 we3 /3 ArcSin[2 wa]
+--------------------------------------------------+
(1 - (wa + we) 2 )372
M / ' \ 2\ (1 - (wa + we)2)(1 - (wa-ws)2)
12 wa ws2 β ArcSin [2 wa]
(1 - (wa + ws)2)
16 wag2 ArcSin[2 wa]
(1-4 wa2)372 (1- (wa-ws)2)
;' 'ν’·.: 'Λν.ϊ·'* i';·.’ . ’ >···-“’·. ;
8 wa β2 ArcSin [ 2 wa]
.............................. ............................ . ■ ...........................-............  -r .................................—................................
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/2 (1 - (wa - ws)2) (1 - (wa + ws)2)3/2
8 wa β2 ArcSin[2 wa] 
(1-4 wa2 ) (1- (wa-ws)2) 3/2
8 ws β2 ArcSin[2 wa] 
(1-4 wa2) (1 - (wa - ws)2)372 
4 wa β2 ArcSin [2 wa]
8 wa β2 ArcSin [2 wa]
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)2.3/2
4 ws β2 ArcSin [2 wa]
8 ws β2 ArcSin [2 wa]
+   '·"■■ " ' ■ —— -............. ■■ ——  —
(1-4 wa2) (1 - (wa + ws)2)3/2 
^ 8 ws β2 ArcSin[2 wa]
3/2
(l-(wa-ws)2) (1- (wa+ws)2)372'' V1-4 wa2 V1 - (wa - ws) 2 (l-(wa + ws)2) 
16 wa β2 ArcSin[2 wa] 'y'.f. ‘ 4 wa β2 ArcSin[2 waj
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2) 
4 ws β2 ArcSin [2 wa)
(1- (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) .
8 wa β2 ArcSin[2 wa]
- > i■ ■■■ Μ S
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)2
8 ws β2 ArcSin[2 wa] 32 wa3 β A ArcSi n [ 2 wa]
4 ws β A ArcSin [2 wa]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2) 372 Vl- (wa + ws)2 (1 - 4 wa2 ) 372 (1 - (wa - ws)2) 
4 wa β A ArcSin [2 wa] 16 wa β A ArcSin[2 wa]
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)372 (1 - 4 wa2)372 Vl - (wa - ws)2
48 wa2 ws β A ArcSin [2 wa]
(l-4wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372 
;l···: : * i, '
16 wa ws2 β A ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2 wa]
V1-4 wa2 (1 - (wa + ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2 wa]
2.3/2
V1 - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2 )
32 wa3 β A ArcSin [2 wa] 
(l-4wa2)372 (1 - (wa + ws)2): 
8 wa3 β A ArcSin[2 wa]
(1 - (wa-ws)2 ) 372 (1 - (wa + ws)2)372
48 wa2 ws βλ ArcSin[2 wa]
Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + ws)2)372 
4 ws β A ArcSin [2 wa]
V1-4 wa2 (1 - (wa + ws)2)372 
16waws2 8AArcSin[2wa]
(l-4wa2)i“ (1- (wa + ws)2) 
4 ws β A ArcSin [2 wa]
2.3/2
(1 -4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2) 
16 wa β A ArcSin[2 wa]
2,3/2
Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa + ws)2)372
8 wa ws2 β A ArcSin [2 wa]
- ·+ ...................... ■ ■■■ 1 1 ■ — — ■ ------------------
(1- (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372 
4 wa β A ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)372 Vl - (wa + ws)2 (1 - (wa - ws)2)372 V1 - (wa + ws)2 
4 ws β AArcSin[2 wa] 16 wa2 β2 ArcSin[2 wa]2
16 wa2 β2 ArcSin [2 wa]'
(1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2)372 (1 - (wa - ws)2) 
Τ' Λ' .. ',_
16 wa ws β2 ArcSin[2 wa]2
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372 
4 wa2 β2 ArcSin[2 wa]2
2,3/2
2,3/2(1-4 wa2) 372 (1 - (wa + ws)2)
16 wa ws β2 ArcSin [2 wa]5
2·'3/2 /·■ '-'-“-'2'372 (l-4.ua2 ) 372 (It (wa + ws)2)372(1- (wa-ws)·) (1 - (wa + ws) )
4 ws2 β2 ArcSin [2 wa]2 
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372
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24 wa3 β ArcSin[wa - ws] 24 wa2 ws β ArcSin[wa - ws] 192 wa ws2 β ArcSin[wa - ws] 






V (1 - (wa - ws).2)
12 wa ws2 β ArcSin[wa - ws]
-- "7Γ x 2 x 3/2
(1 - (wa - ws)^)
"·:i-'ϊVi ;l··*·ί···■’."*% .£.·.*>
Sira β2 ArcSinfwa - we]
(1-4 wa2 ) 3/2 (1 - (wa - we) 2 )
? ‘ϊ·φί' *·’ 4?5.v*·'
8 wa β2 ArcSinfwa - we]
(1 - 4 wa2)372 (1 - (wa.+ ws)2) 
4 we β2 ArcSinfwa - ws]
*2λ3/2
(X - (wa - we)2)3/2
_
36 ws3 β ArcSinfwa - ws] 
(1- (wa-ws)2)3<2
£ (3, - 4 wa2 ), v ■■ .
8 wa β2 ArcSinfwa - ws]
(1 - 4 wa2) (1 - (wa - ws)2 )372
8 ws β2 ArcSinfwa - ws]
' +
(l-4wa2) (1 - (wa - ws)2)372 
4 wa β2 ArcSin fwa - ws]
(1 - (wa-ws)2)372 (1- (wa + we)2)
8 wa β2 ArcSinfwa - ws]
;Tl W
·.·.
(1 - (wa-ws)2)37 (X - (wa+we)2) j Vl - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)3/Z Vl - (wa + ws)2.
8 ws β2 ArcSinfwa - ws]
Vl - 4 wa2 (1 - (wa - ws)2)372 Vl - (wa + ws)2
4 wa β Λ ArcSinfwa - ws] 8 wa β Λ ArcSinfwa - ws]
24 wa3 β λ ArcSin fwa - ws ]
(1 - 4 wa2 ) 372 (1 - (wa - we)2)372
..<+·. v-V
:*:ν· i-··^
V1 - 4 wa2 (1 - (wa-ws)2)372 (1 - 4 wa2)372 Vl - (wa - ws)2
32 wa2 ws β λ ArcSin [wa - ws] 4 ws β λ ArcSin [wa - ws]
(1 - 4 wa2 ) 372 (1 - (wa - ws) 2) 3/2 V1 - 4 wa2 (1-(wa-ws)2)'
• *. :<*
■ ' \ ··.·.
"■;·· . ·;
‘>'+1 >· " fV; ·'
8 wa ws2 β λ ArcSinfwa - ws]
(1 -4wa2)372 (1 / \2x3'2(wa - ws)')
4 wa3 β Λ ArcSinfwa - ws]
8 wa3 β Λ ArcSinfwa - we] 
(l-4wa2 ) 372 (1 - (wa + we)2)372
16 wa2 ws β λ ArcSin [wa - ws]
.·; \ 
: Jr
(1 - (wa - we)2)f72 (Ϊ - (wa + ws)2) 372 
4 wa2 ws β Λ ArcSin [wa - ws ]
(1 - (wa - ws) 2) 372 (1 - (wa + ws)2) 3/2
• f .V, ’ ·' ‘Λ·. . " » ;■ *
4 wa we2 β λ ArcSin [wa - ws ]
(1 - (wa - we)2 ) 372 (1 - (wa + ws)2) 372
2.3/2
(l-4wa2) (l-(wa + ws)z) 
8waws2 β λ ArcSinfwa-ws]
(1- 4 wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372
r,,iA ,·. 9 ■ · 4 >■ · -·«
4 ws3 β λ ArcSin [wa - we ]
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2 ) 372,./
;y
8 wa β Λ ArcSinfwa - ws] 4 wa@AArcSin[wa - ws]
(1 - 4 wa2)372 Vl - (wa + ws)2 
4 ws β A ArcSin [wa - ws ]
(1- (wa-ws)2 ) 372 Vl - (wa + ws)2·
24 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws]
“ “ v»' "+T
•r'C. ··
(l-4wa2)372 (1 - (wa-ws)2)2,3/2(1- (wa-ws)2)372 Vl - (wa+ws)2 %·.
24 wa ws β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws] 8 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws]------------------------------------------------------- +---------------------------------------------------- +
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)
4 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws] 
(1- (wa-ws)2 ) 372 (1 - (wa + ws)2)372 
4 ws2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws]
(1 / v2 \ 3/2 . . . 2 \ 3/2(wa-ws) ) (1 - (wa + ws) )
(l-4wa2)372 (1 - (wa + ws)2)372
'
8 waws β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa - ws] 
(1-4wa2 ) 372 (1 - (wa + ws)2)372 
8 wa2 β2 ArcSin [wa - ws ]2 
(1-4 wa2)3/2 (1- (wa-ws)2)372
> ‘ *-·*· > i?.:
8 wa ws β2 ArcSin [wa - ws]2
(l-4wa2)372 (1 - (wa-ws)2)2,3/2
96 wa3 β ArcSinfwa + ws ]+ --------------------------------- +
(1-4 wa2)2 λ s/2
192 wa ws2 β ArcSin [wa + ws ] 24 wa3 β ArcSin [wa + ws ]
----------------------------------------------------------- + -------------------------
; , (1 - 4 wa2)372
24 wa2 ws β ArcSin [wa + ws]
,, I " .2.3/2
(1- (wa + ws)2)
■ '.vi’ ’■ · * .'vi't·, r.‘L.$· -.t .."■*··
8 wa β2 ArcSinfwa + ws] 
(l-4wa2)372 (1 - (wa-ws)2)
(1 - (wa + ws)2)372
12 waws2 β ArcSinfwa + ws] 36 ws3 β ArcSinfwa + ws]
+-----------------—:------------------------- —----------- +
(1 - (wa + ws)2)372 (1- (wa + ws)2)372
8 wa β2 ArcSinfwa + ws]
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4 wa β2 ArcSin [wa + ws] 8 wa β2 ArcSin[wa + ws]
(1- (wa-ws)2) (X- (wa + ws)2)3/2 V1 - 4 wa2 Vl - (wa-ws)2 (1- (wa + we)2) 3/2
8 ws β2 ArcSin[wa + ws] 
(l-4wa2) (1- (wa + ws)2)3/2
4 ws β2 ArcS in [wa + ws]
• i V
(1 - (wa-ws)z) (1- (wa + ws)2)2x3/2
iffSv 8 ws β2 ArcSinfwa + ws]
X - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (X - (wa + ws)2)372 
8 wa3 β A ArcSinfwa + ws] 8 wa β A ArcSinfwa + ws]
8 wa β2 ArcSinfwa + ws^ ; V 
(X-4wa2)3/2 (X - (wa + we)2)
(l-4wa2)3/2 (X - (wa-ws)2)3/2 
16 wa2 ws β A ArcSinfwa + ws] 
(X-4wa2)3?2 (X - (wa-ws)2)3/2 
24 wa3 β λ ArcSin [wa + ws]
: *Jt\·1 VC „·.
(X - 4 wa2)3/2 Vl- (wa-ws)2 
8 wa ws2 β A ArcSinfwa + ws]
(X -4wa?)3/2 (!'- (wa-ws)2)3^ 
4 wa β A ArcSinfwa + ws]
(1 - 4 wa2)3/2 (X - (wa + ws)2) VX - 4 wa2 (X - (wa + ws)2)v2x3'2
- 4 wa3 β A ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa - ws)2)3/2 (X - (wa + ws)2)3/2 
32 wa2 ws β A ArcSin [wa + ws]
4 wa β A ArcSin [wa + ws]
Vi - (wa - ws)2 (X- (wa + ws)2)3/2
* f
(X-4wa2) ' (X- (wa + ws)2)'
4 wa2 ws β A ArcSin [wa + ws ]
4 ws β A ArcSinfwa + ws] 
Vl - 4 wa2 (1 - (wa + ws)2)3/2
4 ws β A ArcSinfwa + ws]
"Λ >
(1 -;(wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2
8 wa ws2 β A ArcSin [wa + ws ]
------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -I
(1-4wa2)3/2 (X- (wa + ws)2)3/2
4 ws3 β A ArcSinfwa + ws]
-------- —.............—................................ ................ ....... .......................... “ ■■■■- - ------ ... ■■■———■ ■■ —- - . . ------ +
(1- (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 (1 f 4 wa2)3/2 Vl - (wa + ws)2
4 wa ws2 β A ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2)3/2 
8 wa β A ArcSinfwa + ws]
8 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws] 
(1- 4 wa2)3/2 (1- (wa-ws)z)35 ^ 
24 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws]
8 wa ws β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws]
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2)'
24 wa ws β2 ArcSin [2 wa] ArcSin [wa + ws ] 
(X - 4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws) 2)3/2
χ*λ3'2
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)3i2i
4 wa2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws]
+--------------------------------------------------------------------------------------- +
(1 - (wa-ws) ) . (1 - (wa + we) )
4 ws2 β2 ArcSin[2 wa] ArcSinfwa + ws]
- -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------+
/* / . . - . 2\3/2(1- (wa-ws)') (1 - (wa + ws) )
8 wa2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws] 8 wa ws β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws] 4%
(1-4 wa2)3'2 (1 - (wa-ws)2)' (1-4 wa2)3/2 (1 - (wa- wa)2)3/2
8 wa2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws] 4 wa2 β2 ArcSin [wa - ws] ArcSinfwa + ws]
(1 r 4 wa2)3/2 (X - (wa + ws) 2) 3/2 (1- (wa - ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2)3/2
2.3/2 / \ 2 x 5/2(1 - (wa + ws)z)
8 wa ws β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws] 4 ws2 β2 ArcSinfwa - ws] ArcSinfwa + ws] 
(l-4wa2)3/2 (1- (wa + ws)2)
8 wa2 β2 ArcSinfwa + ws]2 
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa + ws)2)'
(1 - (wa - ws)2) 3/2 
8 wa ws β2 ArcSinfwa + ws] 2 
(1-4 wa2) 3/2 (X- (wa + ws)2)3/2
r * /-------------- β ArcSin [ws] ,,'
xl = FullSiraplifY[Vll /. {wa -► Ο, λ -► 4 ws2 Vl - ws2 +----------------------------j]
x3 =
FullSinqplify[vil /. {ws -> 0, λ — wa2 (-2 V1 - 4 wa2 (-1 + wa2) + V1 - wa2 (-1 + 4 wa2)) *
·»··;·'. 3 ' ■ · : - '.v, - ,■ '?■ '■ - ■ .·
β (ArcSinfwa] + ArcSin[2 wa] ) ^
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■·. .·■ · t:. y +■*..··· <+?
sear chi.nb
.· e v;'i ; ;
'6 Vfci
.‘.•£V<v .£·"■;:»· rji-?«/:>· ./·> # ίϊ.ν.^Χ^Λι··;: > ■ .. v ; ·:
· i,‘ V'·-·,·' .x4 = FullSimplify^
StabDet / . fws -» 0, A -» — wa2 1-2 V1 - 4 wa2 (-1 + wa2) + V1 - wa2 (-1 + 4 wa2) ) +V- ; .... 1 · . 3 V .. i « ■' * · '· - ' · ‘ -





Λ'·..'' c ♦+=■>- :H ··:...
16 ws3 - 24 ws5 + 2 ws 0 - 2 Vl - ws2 /3 ArcSin[ws]
3.wa (1 - wa2)
-y^g- (- 8 wa3 V1-4 wa2 (-It wa2) +
, - i :'7 {V ·,
V^··'».· . : s,s .
• ■*
2 wa Vl - ”a2 (-20 wa2 + 26 wa* - 3 β) - 6 (-1 + wa2) β (ArcSin [wa] + ArcSin [2 wa]))
. WS2 (-1 + WS2)2 .;'■■■· -
;ί.'·"|4 (-ws2 (- 8 ws2 + 12 ws* - β) (5 β + 4 Vl - ws2 (-2 ws2 + 2 ws* + 0) - 2 ws2 (-1 + 3 ws2 + 2 0) j +
. . : 0ArcSin[ws] (2 ws (-1 +ws2) (4 ws2 - 8 ws* + 3 0) - (-1 + ws2 ) 0 ArcSin[ws] + - ; : . \·'?},
2 Vl - ws2 (9 ws5 - 3 ws 0 + ws3 (-5 + 20)+(0 - ws2 0) ArcSin[ws])} )), Λ * ■ V
.V-«,ϊ.-'·V· ·
: ·-· .·.*;* *>’·■». ;■"■<·
r.; ';)’V,sV V^"·
3 wa2 (1-4 wa2)3/2 (1 - wa2) b·2 ' -
+; ·, (4 (-6 Vl - wa2 ~ 5 wa3 + 4 wa5) (-6 wa2 + 4 wa* - 3 0) .0 (ArcSin [wa] + ArcSin [2 wa]) -
6 wa V1-4 wa2 ( -1 + wa2) 0 (-26 wa* + 28 wa® + wa2 (4 - 60)430):-fe. ; 
;?:.W' (ArcSin [wa] + ArcSin(2 wa]) +2 (1-5 wa2 + 4 wa’) (4 wa6 (2-25 wa2 + 29 wa*) +
30 wa* (-1 + wa2) 0-6 wa2 02 + 3 (-1 + wa2) 02 (ArcSin [wa] + ArcSin [2 wa])2) + - V
SV * J -* Ji\*»
·/ , V1 - 4 wa2 V1 - wa2 (-1500 wa10 + 896 wa12 - 240 wa8 (-3 + 0) +24 wa* (-4+0)0-15 ' .
wa2 02 + 20 wa6 (-4 + 15 0) - 3 (1 - 5 wa2 + 4 wa*) 02 (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]-)2)) )
.’4 ·i:;·- - i·:^ V- OH’ 'S-
|: , ..· s: .
2 I
■ v·^;- . '
:·
•Vvf > vV i.·.
v:
79Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
search3b.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica _ ··■' ' ν<·" V. %£* *>·;4νί V4.>?!β
: 1
ClearAll [ws, wa, xl, x2, x3, x4, β ]
16 ws3 - 24 ws5 + 2 ws £ - 2 V1 - we2 j8 ArcSin[ws] 
xl = ----------------------------
' „■ ire - we3 
Solve[Collect[xl, β] = 0, /3]
x3 =
3wa (1 -wa2)3/2
(-8 wa3 Vl -4 wa2 (-l+wa2) +
:»*;'·...
; ; ' v . ':' ‘ ■
2 wa V1 - wa2 (-20 wa2 + 26 wa4 - 3/3) - 6 (-1+ wa2) β (ArcSin [wa] + ArcSin[2 wa]) ) 
Solve[Collect[x3, β] = 0, /3]
1
VC->v··
x2 =■Γ ' ws2 (-1 + ws2)2
(4 (-we2 (-8 we2 + 12 we4 - β) (5 β + 4 V1 - ws2 (-2 ws2 + 2 ws4 + β) - 2 me2 (-1 + 3 we2 + 2 j8) ) + 
/3 ArcSin [ws] (2ws (-1 + ws2) (4 we2 - 8 ws4 + 3 β) - (-1 + we2) β ArcSin[ws] +
2 V1 - we2 (9 we5 - 3 we β + we3 (-5 + 2 /3) + (β - we2 /3) ArcSln[we] ) ) ) JVj'
Solve[Collect[x2, β] - 0, β]
; V -V; Y. ‘A/
“ -X-
x4 = -




(4 (-6 V1 - wa2 (wa - 5 wa3 + 4 wa5) (-6 wa2 + 4 wa4 - 3 β) β (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]) -
6wa V1 - 4 wa2 (-1 + wa2) β (-26wa4 +28 wa6 +wa2 (4 - 6/3) + 3/3)
(ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]) + 2 (1 - 5 wa2 + 4wa4) (4 wa® (2 - 25 wa2 + 29 wa4) + - 
30 wa4 (-1 + wa2)/3 - 6 wa2/32 + 3 (-1 + wa2)/β2 (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa] )2) +
Vl -4 wa2 Vl - wa2 (-1500wa10 + 896wa12 - 240wa8 (-3 + /S) + 24 wa4 (-4+/8) /3- 15wa2 







■ ·■ i ». ·;' A
‘S'-:?
/)■ · ■'V.y
{{β 4 (-2 ws3 + 3 ws5 )Γ · 




- 4 0 wa3 V1 - wa2~ + 52 wa5 V1 - wa2 - 8 wa3 Vl"- 4 wa2 (-1 + wa2) 
-6 wa vr - wa2 -6 (-1+wa2) (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa]) }}
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search3b.nb
’’Vt- Λ- s
. · - {{/3 4» (42 ws4 - 98 ws6 + 48 ws8 + 24 ws4 Vl - ws2 - *
ί'4': S’ 4p:ws® V1 - ws2 - .8 ws3 ArcS in [ws] + 24 ws5 ArcSin[ws] - 16 ws7 ArcSin [ws] -'.'Jr
(·.;;··"· : 10ws3 Vl - ws2 ArcSin [ws] + 18 ws5 V1 ~ ws2 ArcSin [ws] -
V ((-42 ws4 + 98 ws6 - 48 ws8-24 ws4 V.1 - ws2 + 40 ws6 Vl - ws2 + 8 ws3 ArcSin[ws]-
. 24 ws5 ArcSin [ws] +16 ws7 ArcSin [ws] ’+ 10 ws3 Vl - ws2 ArcSin [ws]: :
l8ws5 Vl -ws2 ArcSinfws]) Λ2- ■ -- v :V· \
4 (-16 ws6 + 72 ws® - 72 ws10 + 64 ws6 Vl - ws2 - 160 ws8 Vl - ws2 + 96 ws10 V1 - ws2 ) -
|-5ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 Vl - ws2 + 6 Ws ArcSin ]ws ] - 6 ws3 ArcSin [ws ] +
6 ws λ/ϊ - ws2 ArcSin[ws] - 4 ws3 Vl - ws2 ArcSin [ws] - ArcSin [ws]2 + 
ws2 ArcSin [ws ]2 - 2 Vl - ws2 ArcSin [ws]2 + 2 ws2 Vl - ws2 ArcSin [ws ]2 ) )) /
!Z + 4 ws4 - 4 ws2 Vl - ws2. + 6ws ArcSin [ws]6 ws3 ArcSin [wsl + Γ(2 (-5 ws2 -\/ΐ    ]
6 ws V1 - ws2 ArcSin [ws ] - 4 ws3 VT - ws2 ArcS in [ws] - ArcS in [ws ]2 t 
ws2 ArcSin [ws]2 - 2 Vl - ws2 ArcSin [ws]2 + 2 ws2 Vl - ws2 ArcSin [ws]2) 
{/3 -» (42 ws4 - 98 ws6 + 48 ws8 + 24 ws4 Vl - ws2 - 40 ws6 Vl - ws2 - · ·
8 ws3 ArcSin[ws] + 24 ws5 ArcSin[ws] - 16 ws7 ArcSin[ws] - 
10 ws3 Vl - ws2 ArcSin[ws] + 18 ws5 Vl - ws2 ArcSin[ws] +
V ( (-42Ό1 + 98 ws6 - 48 ws8 - 24 ws4 Vl - ws2 + 40 ws6 V1 - ws2 + .
V:' .· 8 ws3 ArcSin [ws] - 24 Ws5 ArcSin [ws] +16 ws7 ArcSin [ws] +, . . . -
10 ws3 V1 - ws2 ArcSin [ws] - 18 ws5 V1 - ws2 ArcSin [ws]) Λ 2
; $■; V.i
72 ws10 4 64 ws® Vl - ws2 - 160 ws8 Vl - ws2 + 96 ws10 Vl - ws2 ) V 1
V '·(' /■' -■ Vl:' : . -V .. · 'm'f ]^





4 (-16 ws6 + 72 ws
(-5 ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 V1 - ws2 + 6 ws ArcSin [ws ] - 6 ws3 ArcSin [ws] +
6 ws Vl - ws2 ArcSin [ws] - 4 ws3 V1 - ws2 ArcSin [ws ] - ArcSin [ws]2 + 
ws2 ArcSin [ws]2 - 2 V1 - ws2 ArcSin [ws]2 + 2 ws2 Vl - ws2 ArcSin [ws]2 
(2 (-5ws2 + 4ws4 - 4 ws2 Vl -ws2 + 6 ws ArcSin [ws ] - 6 ws3 ArcSin[ws] +
6 ws VT - ws2 ArcSin [ws] - 4 Vs3 V1 - ws2 ArcSin[ws ] - ArcSin [ws]2 + 
ws2 ArcSin [ws]2 - 2 Vl - ws2 ArcSin [ws]·2 + 2 ws2 Vi-ws2 ArcSin [ws]2)) } }
•r ],· {{/3 -+ (60 wa4 - 360 wa® + 540 wa8 - 240 wa10 + 96 wa?'Vl - 4 wa2 Vl - wa2 +






300 wa® Vl - 4 wa2 V1 wa2 + 240,wa8 Vi - 4 wa2 Vl — wa2 - 24 wa3 V"i · 4 wa2 ArcSin [wa] + · 
180 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] - 324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] +
168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] -36wa3Vl-wa2 ArcSin [wa] + 204 wa5 Vl - wa2 
ArcSin [wa] - 264 wa1 Vl - wa2 ArcSin [wa] +96 wa9 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 
24 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] - 
324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +168 wa9 V1-4 wa2 ArcSin [2 wa] - 
36 wa3 Vl - wa2 ArcSin [2 wa] + 204 wa5 Vl - wa2 ArcSin [2 wa] - 
264 wa? V1; - wa2 ArcSin[2 wa] + 96 wa9 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] - .·
V ( ( - 60 wa4 + 36Q wa® - 54 0 wa8 + 24 0 wa10 - 96 wa4 V1 ~ 4 wa2 Vl - wa2 + 300 wa® Vl - 4 wa2 
Vl - wa2 - 240 wa8 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 + 24 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin[wa] — *
130 wa5 Vi 4 wa2 ArcSin [wa] < 324 wa7 Vl " 4 wa2 ArcSin [wa] - 
168 wa9 V1-4 wa2 ArcSin [wa] +36 wa3 Vl - wa2 ArcS in [wa] - 204 wa5 Vl - wa2 
ArcSin [wa] + 264 wa7 Vl - wa2 ArcSin [wa] -96 wa9 Vl - wa2 ArcSin [wa] +
24 wa3 V1-4 wa2 ArcSin [2 wa] - 180 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +
- 324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] - 168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] + ·
, 36 wa3 Vl - wa2 ArcSin [2wa] - 204 was Vl - wa2 ArcS in [2 wa] + _ : ^ ^
264 wa7 Vl - w^2 ArcSin[2 wa] - 96 wa9 Vl - wa2 ArcSin[2 wa]) Λ 2 - 
4 (l 6 wa® - 280 wa8 + 1296 wa10 - 1960 wa12 * 920 wa14 - :V vV;' if
80 wa® Vl - 4 wa2 V1 - wa2 + 720 wa8 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 - 
1500 wa10 V1-4 wa2 V1 .- wa2 + 896 wa12 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 )
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search3b.nb
'Kit w
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematic a
■ ·, *ψ. '
- wa2 ’ ' ;S+
1/3.
ri. rVi · ./»·
./Sir
(-12 wa2 + 60 wa* - 48 wa6 - 15 wa2 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 + 24 wa4 Vl - 4 wa2 Vl”
18 wa Vl"-’4~wa2" ArcSin[wa] - 54 wa3 V1-4 wa2 ArcSin[wa] + 36 wa* Vl - 4 wa2; ;v; 
ArcSin[wa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSin[wa] - 90 wa3 Vl - wa2 ArcSin [wa] V' V V
72 wa5 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 6 ArcSin [wa]2 + 36 wa2 ArcSin [wa]2 - 
54 Wa4 ArcSin [wa]2 + 24 wa6 ArcSin [wa]2 - 3 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa]2 +
15 wa2 V1, - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [wa]2 - 12 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin[wa]2 +
18 wa Vl - 4 wa2 ArcSin[2wa] - 54 wa3 Vl ~ 4 wa2 ArcSin [2 wa] +
36 wa5 Vl.- 4 wa2 ArcSin[2 wa] + 18 wa V1,.-wa2 ArcSin[2,wa] Vf ■ rV" V
90 wa3 Vl wa2 ArcSin[2 wa] +72 wa5 Vl * wa2 ArcSin[2 wa] - 
12 ArcSin[wa] ArcSin [2 wa] + 72 wa2 ArcSin[wa] ArcSin[2 wa] - 
108 wa4 ArcSin [wa] ArcSin[2 wa] + 48 wa6 ArcSin [wa] ArcSin]2 wa] - 
6 V1 * 4 wa2 Vl wa2 ArcSin [wa ] ArcSin [2 wa] +30 wa2 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 
ArcSin [wa] ArcSin [2 wa ] - 24 wa4 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] -V 
6 ArcSin[2 wa]2 + 36.wa2 ArcSin[2 wa]2+ 54 wa4 ArcSin[2 wa}2+’: “ V. ./
24 wa6 ArcSin [2 wa]2 + 3 Vl - 4 wa2 vr - wa2 ArcSin [2 wa]2 + 15 wa2 Vl 4 wa2 




λ r* w .-·£
.-Λ *7)? .
(2 (-12 wa2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 wa2 Vl f 4 wa2 Vl - wa2 + 24 wa4 Vl - 4 wa2 Vl" 
18 wa V.l - 4 wa2 ArcSin [wa] - 54 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] +
36 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] + 18waVl~wa2 ArcSin [wa] - 
90 wa3 Vl - wa2 ArcSin [wa] + 72 wa5 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 
6 ArcSin [wa]2 + 36 wa2 ArcSin [wa]2 - 54 wa4 ArcSin[wa]2 +
24 wa6 ArcSin [wa]2 - 3 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa]2 +
15 wa2 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa]2 - '
12 wa4 Vl - 4 wa2 Vl - wa2' ArcSin[wa]2 +
18 wa V1-4 wa2 ArcSin [2 wa] - 54 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +
36 wa5 V1-4 wa2 ArcSin[2 wa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSin[2 wa] - 
90 wa3 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] +72 wa5 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] - 
12 ArcSin [wa] ArcSin[2 wa] + 72 wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] - 
108 wa4 ArcSin[wa] ArcSin [2 wa] +48 wa6 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa]
wa2 +;
6 VT  ^4 wa? VT -wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa} +
V1 - wa2 ArcSin [wa] ArcSin { 2 wa] - ;/ / ’ 
Vl - wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa]: -
‘Η Y Bi
30 wa2 Vl - 4 wa2 
24 wa4 Vl~ - 4 wa
6 ArcSin[2 wa]2 + 36 wa2 ArcSiri[2 wa]2 - 54 wa4 ArcSin[2 wa]2 + 
24 wa6 ArcSin [2 wa] 2"-.3 V1-4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [2 wa]2 +
15 wa2 Vl -4wa2 Vl - wa2 ArcSin [2 wa]2 - 
12 wa4 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [2 wa]2)) },
4 360 wa6 + 54 0 wa8 - 24 0 wa10 + 96 wa4 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 -
7,; A.V
(0 -» (60 wa
300 wa6 V1 _ 4 wa2 Vl 
24 0 wa8 Vl - 4 wa2 VV a2 _..
•i"? :··t ■ v; V
24 wa3 V1-4 wa2 ArcSin [wa] + 
180 wa5 Vl - 4 wa2 ALrcSin[wa] - 
324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] + 
168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] - 
36 wa3 Vl - wa2 ArcSin [wa] +
204 was Vl - wa2 ArcSin[wa] - 
264 wa? Vl -wa2 ArcS in [wa] +
96 wa9 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 
24 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] + 
180 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [2 wa] -
-· Vi·. · ■ ? ■ ' - ·-·..♦ v ··. Ί :
324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] +. 
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& ·.: ,.·?·ο .v-
"*·»*■ ~Ι~sear chib.nb
:36 wa3 f 1 - wa2
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
νζ.'ΓΛ"*5>' , '··*£-*'\i.
...... ..................................
• .···■ . . '.. - % 
·'· &• -vy ·.-· ·?
—-------------------:-----------
ArcSin[2 wa] + 1 ‘ ■*·
4 ■ · 204 wa5 Vl - wa2 ArcSin[2wa] -
264 wa7 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] + ’
'96 wa9 Vl - wa2 Arcs in [ 2 wa]' +.: ι. K
■' ■'’· 1 ’"*'·■ / / / /-λ ___4 . .-_6 '' C4*A.»9 *. W/ι Λ . .«10 ·
*4
v‘.







4 ((- 60 wa4 + 360 wa6 - 540 wa8 + 240
X -i.·? ” v-
- 96 wa* Vl - 4 wa2 Vl - waz + 300 wa6 V1-4 wa2
- wa2 + 24 wa3 V 1 ” 4 wa2 ArcSin [wa] i ’ '' - V \
• ·. ··■'. -fc,
. ’4
·. f




Vl - wa2 · 240 wa8 V1 - 4 wa2 Vl - 
180wa5 Vl - ^ wa2 ArcSin [wa] + 324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] - 
168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin[wa] + 36 wa3 Vl - wa2 ArcSin[wa] - 204 wa5 Vl ~ wa2 
ArcSirifwa] + 264 wa7 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 96 wa9 Vl - wa2 ArcSin [wa] +
24 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] - 180wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [ 2 wa] +
324 wa7Vl-4 wa2 ArcSin[2 wa] - 168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin[2wa] +




24 wa* Vl - 4 wa2 Vl - wa2 +18 wa Vl -4 wa2 ArcSin [wa] - 54 wa3; Vl - 4 wa2 ~ f 
ArcSin [wa] + 3β wa5 Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] + 18 wa Vl ~ wa2 ArcSin[wa] - » - _ ,
90 wa3 Vl - wa2 ArcSin[wa] +72 wa5. Vl - wa2 ArcSin [wa] - 6 ArcSin [wa ]2 +
■ f
36 wa2. ArcSin] wa]2 - 54 wa4 ArcSin [wa]2 + 24 wa6 ArcSin [wa]2
' 3 V1 - 4 wa2 Vl-wa2 Ar + 15 wa2 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [wa ]2 
1 8 wa V Γ- 4
ii? ;c- .·'■·*« \.
v>v
+V® λ .·ί ‘
-m s.'·' » ·;·· · .··
-
-sTi,
v>*· -j*■', :··.'■.. +: i. · - - .....
12 wa4 V1 -.4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa]2 + l -  wa2" ArcSin [2 wa] - . , ; 4y’ ..i'.·
. 54 wa3 V1-4 wa2 ArcSin [2 wa] +36 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] *+ -
18 wa Vl - wa2. ArcSin [2 wa] - 90 wa3 Vl - wa2 ArcSin [2 wa] + 72 wa5 Vl - wa2+ ;
ArcSin [2 wa] -12 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + 72 wa2 ArcSin [wa] ArcSin[2 wa] - i -: ; -; 
108 wa4 ArcSiri [wa] ArcSin [2 wa] % 48 wa6 ArcSin [wa] ArcSin[2 wa] - ‘ ■ ;
6 Vl - 4 wa? Vl - wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + 30 wa2 V1-4 waz V1 - wa2 . .
ArcSin[wa] ArcSin[2 wa] - 24 wa4 Vl - 4 wa2 VI - wa2 ArcSin [wa] AccSin[2 wa]· - y 
6 ArcSin[2 wa]2+ 36 wa2 ArcSin[2 wa]2 - 54 wa4 ArcSin[2 wa]2 + _
24 wa6ArcSin[2 wa]2 - 3 V14 wa2 Vl _ wa2 ArcSin[2 wa]2 + 15 wa2* V1-4 wa2
yr
2 — ....--- — “· — — xu wd v x — wa.- v x “ vva~ τ ηΆ wa γ 4, — wa~ γ x — wa~ χ-·
Vi W/-7V ·,.·■ v- . V V JVS+s+i· "
V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 - 12 wa* V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [2 wa]2))) / 
i2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 a2.Vl - 4 2 Vl -;w 2 + 24 4 Vl - 4 2 Vl 2 V i
■ _________/λ o ^ n > Λ ·■. y r . d M a I Λ. Μ Ο Π ^ ~ a . r ^ -.?\\\/
■>.· y vf-v -i
^ =? vS (2 (-12' _______  , .... : ____ . .. .
18 wa Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] · 54 wa3 V1 4 wa2 ArcSin [wa] +
36 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin[wa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSin [wa] - 
90 wa3 Vl-wa2 ArcSin[wa] +72wa5 Vl-wa2 ArcSin[wa] - 
6ArcSin[wa]2+36wa2ArcSin[wa]2-54wa4ArcSin[wa]2 +
24 wa6 ArcSinfwa]2 - 3 V1 - 4 wa2 Vl - wa2" ArcSin[wa]2 + "




/ -i; V*: W*·: ■■
w.:·
: V:.
r ^ v v 
-+;»VW ■ r;·?
,"tlV *■“
^ . i-'v.·· r
-.V/v -t:·
- ■
:* i - ' > W
•i'v'·· ·■.-■. ■> if
i; '; · ; ··.:..··
\ ' ...
15 wa
18 wa V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] - 54 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +
36 was Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSin[2wa] - 
90 wa3 Vl - wa2 .ArcSin [2 wa] + 72 wa5 Vl-wa2 ArcSin[2wa] - 
12 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + 72 wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] - 
108 wa4 AcSinfwa] ArcSin[2 wa] + 48 wa6 ArcSin[wa] ArcSin[2 wa] - 
6 Vi r 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] +
30 wa2 Vl - 4 wa2 Vl wa2 ArcSin[wa] ArcSin[2wa] -
% ·”·:;;} ·
'·' v'· · ■ »“■*' rV
■'“i V.·: *;
>45· · · -
24 wa4 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 6ArcSin[2 wa]2 + - - ,
36 wa2 ArcSin [2 wa]2 - 54,wa4 ArcSin[2 wa]2 + 24 wa6 ArcSin[2 wa]2 - ·
3 Vl - 4 wa2 Vi _ wa2 ArcSin[2 wa]2 + 15 wa2 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin[2 wa]2 - -
·;· W’· ·..··■ '..· . ·’* f i’· a rr—-1n-----------r- .·- +.■· __ »*· _ \ \ fv'· •v-V-Vi i'1"··'·’' v*' .f-iv·-: *'!· ‘:>Γ;····· ;’"Λ
12 wa4 V1-4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [2 wa] 2))}}
.. " ■ ■ ■ -:;'r ·. · V
:V;? v :·· ν.“ *·.. ,·; · .<-*■*■.· * · ■
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ClearAllfws, wa, 01, 02, 03, 04, 02a, 02b, 04a, 04b, pll, P14a, P14b] 
' 4 (-2 ws3 + 3we5)
v s'- »>>·5 v,. .• -« k ^ ί*/'V: 'w ‘
* £ '· 













we - V1 - WS2 ArcSin [ws] V'V · ,.
pll" = Plot[01, {ws, -1, 1}] ; '
02a = (42 ws4 - 98 ws6 + 48 ws® + 24 ws4 V1 - ws2 ' V Ϊ Η !·C-
' ■■' ' ______ ■ - ?
40 ws6 Λ/1- ws2 - 8 ws3 ArcSin[ws] + 24 ws5 ArcSin[ws] - 16 ws7 ArcSin[ws] -
10ws3 V1 - ws2 ArcSin [ws] + 18 ws5 Vl -ws2 ArcSin [ws] - :; »» ΐ ΐνΛ
((-42 ws4 + 98 ws6 - 48 ws8 - 24 ws4 V1 - ws2 + 40 ws6 V1 - ws2 + 8 ws3 ArcSin[ws] -
24 ws5 ArcSinfws] + 16 ws7 ArcSinfws] +10 ws3 V1 - ws2 ArcSin[ws] -
18 ws5 V1 - ws2 ArcSin [ws]) Λ2 - " _ _
4 (-16 ws6 + 72 ws8 - 72 ws10 + 64 ws6 V1 - ws2 - 160 ws8 V1 - ws2 + 96 ws10 V1 - ws2 )
, Λ ^ , ■ Γ,« .;■■■:· - V-'· P..·.-.1 .·· -.. .·>.■ v':'-. ■ -■ ■_ fi,.;/, 7 „.V j··;
(-5ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 Vl" - ws2 + 6 ws ArcSinfws] - 6 ws3 ArcSin[ws] +' f;v Vi':·
6wsVl - ws2 ArcSinfws] - 4 ws3 Vl - ws2 ArcSinfws] -ArcSinfws]2 + ,>
. ws2 ArcSinfws]2 - 2 V1 - ws2 ArcSinfws]2 + 2 ws2 V1 - ws2 ArcSinfws]2))) /
(2 (-5 ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 Vl - ws2 + 6 ws ArcSin [ws] - 6 ws3 ArcSinfws] +
6 ws Vi -ws2 ArcSinfws] - 4 ws3 Vl - ws2 ArcSinfws] - ArcSinfws]2 + 
ws2 ArcSinfws]2 - 2 V1 - ws2 ArcSinfws]2 + 2 ws2 Vl - ws2 ArcSinfws]2) ) ;
Pi2.1 Plot[02a, {ws, -1, 1}] V-<s'.'· ^ C;I'VVVViV-p. yV
02b = (42 ws4 -98 ws® + 48 ws8 + 24 ws4 Vl τ we2 -





40 ws6 Vl - ws2 - 8 ws3 ArcSinfws] + 24 ws5 ArcSinfws] - 16 ws7 ArcSinfws] - _ ft Vi
10 ws3 V1 - ws2 ArcSinfws] + 18 ws5 Vl - ws2 ArcSinfws] +
V ( (-42 ws4 + 98 ws® - 48 ws8 - 24 ws4 V1 - ws2 + 40 ws® Vl - ws2 + 8 ws3 ArcSinfws] 4.;Vr, 
'v, 24 Wss ArcSinfws] + 16 ws7 ArcSinfws] + 10ws3Vl-ws2 ArcSinfws] - V
18 ws5 Vl -ws2 ArcSinfws]) A2 - V· V'--' V V
4 (-16 ws® + 72 ws8 - 72 ws10 + 64 ws® V1 - ws2 - 160 ws8 V1 - ws2 + 96 ws10 V1 - ws2 )
* ’ l-,* ■ I · - ■ ’·< .· *· ·’ ■■'· ·’»
(-5 ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 V1 - ws2 + 6 ws ArcSinfws] - 6 ws3 ArcSinfws] +
6 ws V1 - ws2 ArcSinfws] - 4 ws3 V1 - ws2 ArcSinfws] - ArcSinfws]2 + 
ws2 ArcSinfws]2 - 2 V1 - ws2 ArcSinfws]2 + 2 ws2 V1 - ws2 ArcSinfws]2) ) ) /
(2 (-5 ws2 + 4 ws4 - 4 ws2 Vl - ws2 + 6 ws ArcSinfws] - 6 ws2 ArcSinfws] +
6 ws Vl - ws2 ArcSinfws] - 4 ws3 Vl “ w®2 ArcSinfws] - ArcSinfws]2 + 
ws2 ArcSinfws]2 - 2 Vl - ws2 ArcSinfws]2 + 2 ws2 V1 - ws2 ArcSinfws]2) ) ;
P12b = Plot[02b, {ws, -1, 1}]
Show [pll, P12a, P12b]
03 = - (-40 wa3 Vl - wa2 + 52 wa5 V1 - wa2 - 8 wa3 V1 - 4 wa2 (-1 + wa2)) /
(- 6 wa Vl - wa2 - 6 (-1 + wa2) (ArcSin[wa] + ArcSin[2 wa] ) ) ; 
pl3 = Plot[03, {wa, -0.5, 0.5}]
04a = (60 wa4 - 360 wa® + 540 wa8 - 240 wa10 + 96 wa4 V1-4 wa2 V1 - wa2 - 
300 wa® V1 - 4 wa2 Vl - wa2 +24 0 wa8 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 - 
24 wa3 V1- 4 wa2 ArcSin [wa] + 180wa5 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] -
324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] + 168 wa9 V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] -"v .; * · .
36 wa3 Vl - wa2 ArcSin [wa] +204 wa5 V1 - wa2 ArcSin [wa] -
I ■■■■ ■■ * Μ : ■ ■■■■■ II ■■■ ■ ■ . · ' S* · . 7 1 . . *5*· *
264 wa7 Vl - wa2 ArcSinfwa] + 96 wa9 Vl - wa2 ArcSinfwa] -
_____ -■' - .· - >. ________
24 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] + 180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] -
-v.i'. ' "i■ _____-v I··- ’ ·" f _________________________________ v
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
-.Si".'· ·,
*;;·*>>*·■ ·*.·· /·. *··«*· ’*·'?'> *V* ”i··
• ^ ·, ν.Λ ' % ■: ss.5*5.· « :*· * ΛΓ·. ■'*?>·.
V A*’,**;.5, ·· ·./; ·"■ ! £·.->*
36 wa3 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] + 204 wa5 V1 - wa2 ArcSin[2 wa] - 
264 wa7 V1 - wa2 ArcSin[2 wa] + 96 wa9 V1 - wa2 ArcSin[2 wa] -
Y ({-60 wa4 + 360 wa8 - 540 wa8 + 240 wa10 - 96 wa4 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 + 300 wa6 V1 - 4 wa2’
V1 - wa2 - 240 wa8 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 + 24 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] +γ·γ·γ/' v *.%■ 
180 wa5 V^· -4 wa2 ArcSin [wa]+ 324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] -
f§J &§ >«&
168 wa9 V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] + 36 wa3 Vl - wa2 ArcSin [wa] - 204 wa5 V1 - wa2 
ArcSin [wa] + 264 wa7 V1 - wa2 ArcSin [wa] - 96 wa9 V1 - wa2 ArcSinfwa] +





324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin[2wa] - 168 wa9 Vl - 4 wa2 ArcSin[2wa] +
36 wa3 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] - 204 wa5 V l - wa2 ArcSin [2 wa] +
264 wa7 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] - 96 wa9 V1 - wa2 ArcSin[2 wa]) Λ 2 - 
4 (l6was - 280 wa8 + 1296 wa10 - 1960 wa12 + 928 wa14 - 80 wa6 Vl -4 wa2 Vl - wa2 +
■" r -V ■ ' .. .Ji . ·' v · ■ = .;■ · ^ !:·.·'·· ft
720 wa8 V1-4 wa2 V1 - wa2 - 1500 wa10 V1-4 wa2 V1 - wa2 + 896 wa12
ό ' ·..·**< ______________ ___________ . . ■ V ;.y. · -Λ · -'r- ·
V1 - 4 wa2 Vl - wa2 ) (-12 wa2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 wa2 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 +
24 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 18 wa V1-4 wa2 ArcSin [wa] - 54 wa3 V1 - 4 wa2 
ArcSin [wa] + 36 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSinfwa]
90 wa3 V1 - wa2 ArcSin [wa] + 72 Wa5 Vl - wa2 ArcSinfwa] - 6 ArcSin[wa]2 +
36 wa2 ArcSinfwa]2 - 54 wa4 ArcSin [wa]2 + 24 wa6 ArcSin [wa]2 - 
3 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa]2 + 15 wa2 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa] 2 - 
12.wa4 V1-4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa] 2 + 18 wa V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] - 1
54 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] + 36 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] +
' 18 wa V1 - wa2 ArcSin[2 wa] - 90 wa3 V1 - wa2 ArcSin[2 wa] + 72 wa5 V1 - wa2 : 
ArcSin[2wa] - 12 ArcSin[wa] ArcSin [ 2 wa] + 72 wa2 ArcSin[wa] ArcSin [2 wa] - 
108 wa4 ArcSinfwa] ArcSin [2 wa] + 48 wa6 ArcSinfwa] ArcSin [2 wa] -fY \r.'- ·, r
6 V1 - 4 wa2 Vl-wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] + 30 wa2 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 
ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 24 wa4 V1-4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 
6 ArcSin[2 wa]2 + 36 wa2 ArcSin[2 wa]2 - 54 wa4 ArcSin[2 wa]2 + : ,
> ·* . >·-' ' *· * ‘ ■ .tv . Λ v/i r.j "'"·*Ί
24 wa6 ArcSin[2 wa]2 - 3 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin[2 wa]2 + 15 wa2 V1 - 4 wa2 
V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 - 12 wa4 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin[2 wa]2))) /
(2 (-12 wa2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 wa2 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 24 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 +
18 wa Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] - 54 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] + - 
36 wa5 Vl-4wa2 ArcSinfwa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSinfwa] “ '
90 wa3 V1 - wa2 ArcSinfwa] + 72 wa5 V1 - wa2 ArcSin[wa] -
6 ArcSin [wa]2 + 36 wa2 ArcSin [wa] 2 - 54 wa4 ArcSin [wa]2 + : . - 1 \ ,i;
.. -r·--.'
I';''-.
24 wa6 ArcSinfwa]2 - 3 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa] 2 +
15 wa2 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [wa]2 - 12 wa4 V1-4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [wa]2 + 
18 wa Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] - 54 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSin[2 wa] +
36 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSin[2 wa] - 
90 wa3 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] + 72 wa5 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] - 
12 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + 72 wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] - 
108 wa4 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + 48 wa6 ArcSinfwa] ArcSin[2wa] - 
6 V1-4 wa2 Vl-wa2 ArcSin [wa] ArcSin [2 wa] + .'
30 wa2 V1-4 wa2 Vl-wa2 ArcSin [wa] ArcSin[2wa] -
24 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 6 ArcSin[2 wa]2 +
36 wa2 ArcSin[2 wa]2 - 54 wa4 ArcSin[2 wa]2 + 24 wa6 ArcSin[2 wa]2 - 
3 V1-4 wa2 V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 + 15 wa2 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 -
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yV/. V·. -v
• 12wa4 Vl - 4 wa2'Vl -wa2 ArcSin[2 wa]2) 





; - ν'-λ v ·
:
l  = (60 wa4 - 360 wa6 + 540 wa8 - 240 wa10 + 96 wa4 VX - 4 wa2 V1 - wa2 -ν';··,1 _______ » ______ ■____
300 wa6 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 240 wa8 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 - 
24 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] +180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin [wa] - 
324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] + 168 wa9 V1-4 wa2 ArcSinfwa] - 
36 wa3 V1 - wa2 ArcSin [wa] + 204 wa5 V1 - wa2 ArcSin[wa] - 
264 wa7 V1 - wa2 ArcSinfwa] + 96 wa9 V ί - wa2 ArcSin [wa] - 
24 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] + 180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] - 
324 wa7 Vl - 4 wa2 ArcSin[2wa] + 168 wa9 V1-4 wa2 ArcSin[2 wa] - 
36 wa3 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] + 204 wa5 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] - 
264 wa7 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] + 96 wa9 Vl - wa2 ArcSin[2 wa] +
V ((- 60 wa4 + 360 wa6 - 540 wa8 + 240 wa10 - 96 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 300 wa6 V1 - 4 wa2 
V1 - wa2 - 240 wa8 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 24 wa3 Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] -- 
180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] + 324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] - > y ΐ
168 wa9 V1 - 4 wa2 ArcSin[wa] + 36 wa3 Vl - wa2 ArcSinfwa] - 204 wa5 V1 - wa2 
ArcSinfwa] + 264 wa7 V1 - wa2 ArcSinfwa] - 96 wa9 Vl - wa2 ArcSinfwa] · ;ΐ 
t - 24 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] - 180 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] + / .
324 wa7 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] - 168’~wa9 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] +
36 wa3 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] - 204 wa5 V1 - wa2 ArcSin [2 wa] 4· ~ ·
. 264 wa7 Vl -wa2 ArcSin [2 wa] - 96 wa9 Vl - wa2 ArcSin [2 wa] ) A2-
4 (l6 wa6 - 280 wa8 + 1296 wa10 - 1960 wa12 + 928 wa14 - 80 wa6 V1-4 wa2 Vl - wa2 +
720 wa8 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 - 1500 wa10 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 896 wa12 
• Vl -4wa2 Vl -wa2) (-12 wa2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 wa2 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 +
24 wa4 V1 - 4 wa2 VT - wa2 + 18 wa Vl - 4 wa2 ArcSin [wa] - 54 wa3 V1- 4 wa2 
ArcSinfwa] + 36 wa5 V1-4 wa2 ArcSinfwa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSinfwa] - 
90 wa3 Vl - wa2 ArcSinfwa] + 72 wa5 V1 - wa2 ArcSin [wa] - 6 ArcSinfwa] 2 +
36 wa2 ArcSinfwa]2 - 54 wa4 ArcSinfwa]2 + 24 wa6 ArcSinfwa]2 - 
3 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa]2 + 15 wa2 Vl - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin [wa]2 - 
12 wa4 V1 - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSin [wa]2 + 18 wa V1 - 4 wa2 ArcSin [2 wa] - 
54 wa3 V1-4 wa2 ArcSin[2 wa] + 36 wa5 V1 - 4 wa2 ArcSin[2 wa] +
18 wa V1 - wa2 ArcSin[2 wa] - 90 wa3 V1 - wa2 ArcSin[2 wa] + 72 wa5 V1 - wa2 
ArcSin[2wa] - 12 ArcSin [wa] ArcSin[2wa] + 72 wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 
108 wa4 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] + 48 wa6 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 
6 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] + 30 wa2 V1-4 wa2 V1 - waJ 
ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 24 wa4 V1-4 wa2 V1 - wa2 ArcSinfwa] ArcSin[2 wa] - 
6 ArcSin[2 wa]2 ♦ 36 wa2 ArcSin[2 wa]2 -54 wa4 ArcSin[2 wa]2 +
: r;>t, 1>, y-i;
24 wa6 ArcSin[2 wa]2 - 3 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 + 15 wa2 V1 - 4 wa2 
V1 - wa2 ArcSin[2 wa]2 - 12 wa4 V1-4 wa2 V1 - wa2 ArcSin[2 waj2)) ) /
(2 (-12 wa2 + 60 wa4 - 48 wa6 - 15 wa2 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 + 24 wa4 V1 - 4 wa2 V1 - wa2 +
V \ ·- · 5. .·_ ··· ?-■_ ■·,·.·._ .· * · .■··.,,· ;..···, . ( ·. .·.·■ · ’ .* V.. A
18 wa V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] - 54 wa3 V1 - 4 wa2 ArcSinfwa] +
36 wa5 Vl - 4 wa2 ArcSinfwa] + 18 wa Vl - wa2 ArcSinfwa] - 
90 wa3 V1 - wa2 ArcSinfwa] + 72 wa5 V1 - wa2 ArcSinfwa] - 
6 ArcSinfwa]2 + 36 wa2 ArcSinfwa]2 - 54 wa4 ArcSinfwa]2 +
; 24 wa6 ArcSinfwa]2 - 3 Vl - 4 wa2 Vl - wa2 ArcSinfwa]2 +
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search 3d. ηb
■ " '* · ■ ,; ·.. . 1 ^ ;■ ^
1ί-1 ϊ ' $.&ί.-ί$ι
.·> )
. ι
ClearAll [Λ, β, we, wa, al, a2, a3, a4]
^ (*al= ,, ' ■ y* ; ■ ";_4;
Limit[Limit [-|Vl-4 wa2 V1- (wa-ws)2 Vl- (wa+ws)2 (4 (wa+2 ws) (wa2+wa ws+ws2) ; > '
' i s (AroSin[2 wa] +ArcSin[wa-ws]) )/(Vl- (wa-ws)2 ) + (4 (wa-2 ws)
' -i ' - - . ' ■ " .
(wa2-wa ws+ws2) (ArcSin[2 wa]+ArcSin[wa+ws]))/(Vl-(wa+ws)2 )- ,__ί__
J'l{£·./*:’*? :-i 5 + '· - '-‘If.· ’’’ " .^· ;>V1-+ ** ■ ; ;y*
(8 ws (3 wa2+2 ws2) (2 ArcSin[2 wa]+ArcSin[wa-ws]+ArcSin[wa+ws]))JJ
(2 (V1-4 wa2 +V1- (wa-ws)2 +V1- (wa+ws)2 ) (2 ws ArcSin[2 wa] +
(wa+ws) ArcSin[wa-ws]+(-wa+ws) ArcSin[wa+ws])},wa-*oJ,ws-*-l] 
a2=4 ws2 Vl-ws2 + g AroSipl”| / .ws-»l») -- ,i.
·.: . ■' .
1* ■ * · •Λ*’· ’ i
tv. ·'.’ ■· ■ ,.··'.. .v:r- !v ■■ *’■
V. .
a3 =
..... , ... St ;jn
*%.,·<>?...v-’H ·?··.*
Limit [Limit [- |V 1'- 4 wa2 1 - (wa - we)/2 1 - (wa + ws)2 (4 (wa + 2ws) (wa2 + wa ws + ws2)
(ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws] )) j ^\J 1 - (wa - ws)2 j +
·': . / X t’·'. \ -> j j.. + ' ' /
(4 (wa-2 ws) (wa2 - wa ws + ws2) (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws]) )
^\J 1 - (wa + ws)2 j -
rV.'.S.
1
V1 - 4 wa2
(8ws (3wa2+2ws2) (2 ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws] + ArcSin [wa + ws]))
: fr
. .’,l
•'Λ·* X* .· 
-VT'7.' *.
2 |vi - 4 wa2 + λ/ 1 — (wa - ws)2 + 1 - (wa + ws)2 j (2 ws ArcSin[2 wa] +
(wa + ws) ArcSin [wa - ws] + (-wa + ws) ArcSin[wa + ws]) j , ws -+ o] , wa -» -0.5]
O _ _______ * . J______‘ ·■ V. ' ' · '··*■. fl (& τ'/-· Q ϊ r> Γ lira 1 x η ΓΟ ua 1 \
,.V
2 „ , ,----------------- „ ,------------- , , β (ArcSinTwa] + ArcSin(2 wa])
a4 = — wa2 (-2 V1 - 4 wa2 (-1 + wa2) + V1 - wa2 (-1 + 4 wa2)) +------------------------------------------------------------ /
3 V · · 1 · '· >rj"·'■ ' ’ ■;
wa -» 0.5 





• *(.: j .’yt·
. 1,79342+2.19623xl0-lb i
; \ 0. t 4.18879,β
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\i~ Λ ντ/·’* 1
*·*. *νν· V. ':··
: '·■.■:■ ΐν-Ί j :χ<
1 ■
ClearAll [Vp, Vll, V12, V21, V22, ΜΊ, wa, we, Λ, β, dd,
W2, Vlll, V112, V122, V222, V3, Villi, V1122, V1222,V2222, V4]; 




μεταβολών 3ης και 4ης τάξης - ακριβής ανάλυση - τέλειο σύστημα", "Subtitle"] 
= wa4 + 6 wa2 we2 + 2 we4 - 3Λ + Vl - 4 wa2 λ + y 1 - (wa-we)2 λ +
λΐ 1 - (wa + ws)2 λ + β ArcSin[2 wa]2 + — β ArcSin[wa - ws]2 +
■ ’ 2 V; . ... - -±{ ί 'r, ·. ;· ■>,. .. gv 7*: : ■;"' >
— y3ArcSin[wa + ws]2 + 0ArcSin[2 wa] (ArcSin[wa - ws] + ArcSinfwa + ws]) ;
2 :··> - ' V -·,·· & ■■■/
StylePrint["Πρώτη ελάσσων ορίζουσα Vll", "Section"] 
l VI = a.„ Vp;
T&lt?
■ *' ‘
^>v.« >y. y· 




- . J- ."·
..r ' i:V
V2 = dwa Vp;
VII = FullSiraplify[3ws VI]
V12 = d„a VI;
V21 = V2;
V22 = e„ V2;
StylePrintf"Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21", "Section"] 
VV2 = Vll V22 -V12V21
VIII = Vll;
VH2=dMVll; 1 r- v
V122 = V12; · “ ^ .
V121 = 0„ V12; * ■ '
'.V222 = 0„ V22; * ; -
V12 V-ΐV :V 7 V " J.·'.. ·Λ λ 7 .V7VV :
dd = - ——; . ; i? . fcffc ·.
- . V22 .. . .. ./... . .. ....
StylePrint["Τρίτη μεταβολή 5V3", "Section"]
Villi =0„ VI11; :
V1112 = 0„ VI11; 7 
V1122 = 0η V112;
V1222 = 0η V122; ·||
V2222 = aM V222;
V3 = Vlll + 3V112 dd + 3V122 dd2 + V222 dd3 
3ΐγ1βΡΓίη^"Τέταρτη μεταβολή 6V4", "Section"]
V4 = Villi + 4 V1112 dd + 6 V1122 dd2 + 4 V1222 dd3 + V2222 dd*
StylePrint["Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dllll, το πρόσημο 
της οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων", "Section"] 
3vi2i2 ; . ·.. ·:




; riK-'-x* -·-»»ν _ ■ -· *.
■ ^'r /'.Ην,
. · ··'! - γ* 7 ■ i' ·.'·
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■t-. ygrt-. ... .·; V.·;
dllll = Villi -
V22
Λ-. ' ' · *—f> ,
. *
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οριζουσών, και μεταβολών 3ης και 4ης τάξης - ακριβής 
ανάλυση - τέλειο σύστημα
vr%C ;*£.
‘‘‘VV· 'Λ' r ·'
Πρώτη ελάσσων ορίζουσα V11
12 (wa2 + 2 ws2) - 2 (-1 + wa2 + ws2) 0 '
> ,· - -
+
.* sy . (-1+,wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2+ws4 ,
-Λ+ (wa - ws) 0 (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws]:)·V^·. 
W ίί (1 -. (wa - ws)2) 3 / 2
(;«**: ./.*··'
..Vr- 1
·· .ν^ίΓ"*· *·* ^V··
•y* -'"'V't
/l - (wa + ws)2 (-λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) j /
( ( -1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)4) · V




24 wa ws - 0 . ' 0 ; 2 ('·'Vl-(wa-wa)2 ■)Κ
1 - (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2 
λ ' 1 (wa - ws)2 Λ ';
Vl. - 4 wa2 
(wa + ws)2 λ
* '·'./·; .·/ V'S»:·
is.· ’ /V
: λ
Vl - (wa - ws) 2 ’ (1- (wa -ws)2 )3/2 (1- (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
1 · 1 t : '. ' 'i — i.ra . r' ■ ■" T.m u. wo ■’ ) ’·.r r.'. ' 1 ‘' ■ ’ Λ S '.· " ■
• ·?;<> . ··;· ‘ L -· ,~S ·* t--t/·; ·
,'Λϊ
(1 - (wa--ws)2)'3.-2 : . (1 2 (wa + ws)*)*“ )
(wa - ws) 0 ArcSin [wa - ws] (wa + ws) 0 ArcSin [wa + ws]
, ·> %/? + r ·. 3/? ■
•/a - ws)
: wa i s . · „ 1 _·: r i ; .
.--------  3/^ 0 Ar;cS .n[2 wa] - Z$.H}rX
(1 - (w 2)3/2 ■ ' ■ ; (T- (wa + ws) 2)3/2
'2 + :■·; : . - ·· <f .<· ;■
12 wa2 + 12 ws2 + — + ■0 :ΐΐ'ί;^= 0
;■ 4 ( ..—...- ..... ■— .
Vl-(wa-ws)2 ' Vl-(wa+w3)^ ■)0 :'Vi
1-4 wa2 1 .. (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2 '. ^1-4 wa2
16 wa2 Λ 4 Λ ;:-J 'λ 1'' (wa - wsj2 Λ; ■




(wa + ws)2 λ
V1 - 4 wa2 Vl (wa ws)2 (1 - (wa - ws)2)
: ■■ y- \ ' 16 v/a 0ArcSin[2 wa]
3/2
(1 - (wa.t ws)2)3/2 V1 - (wa * ws)2 (1 - 4 wa2)
3/2
wa + ws
(1 - (wa - ws)z)3/2 V (1 - (wa 4 ws)2)3/2
„ „ i (wa - ws) 0 ArcSin [wa - ws]
0ArcSin[2wa] +2------------- ' ■ -------- "3/2"—“ +/1 / · . 2\ 3/2( 1 Vr (wa — WS ) ^)
*··’ ,ί>Λ>''.ίϊ·' ’·
(wa + ws) 0 ArcSin [wa 2 ws] . 8wa0 (ArcSin [wa-ws] + ArcSin[wa + ws])
, ,2,3/2(1 - (wa + ws) ) (1 - 4 wa2)"
12 (wa2 + 2 ws2) -
2 (-1 + wa2 + ws2) 0/
(-1 ΐ wa2) - 2 (1 + wa2) ws2 + ws*
-Λ + (wa - ws) 0 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws] ) +
(1 ;r (wa - ws)2 )3/2
|-\/l (wa + ws)2 (-Λ+ (wa + ws) 0 (ArcSin[2.wa]+ArcSin [wa + ws]) ]
; ((-1 + wa + ws)2 (1 -f wa + ws)2)
• .* ’. 1; .
• v ;. ;·[ \■ \-jp<v, \ “ 3 ·
Λ. ΑργνρσπούλοΌ 
E. Eoayopov 
Β. Μαρη/ίδοο Ανπλωματνίή Εργασία
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v'·. '<*'.* V ν V'- ^
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4g ws + 2 (-1 -f wa2 + ws2) (- 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β _
((-l+wa2)2-2 (Γ +wa2) ws2 + ws4)2
4 ws β !~ '· , -0 (^Sin[2wa] + ArcSin [wa - ws])
~;'f (-1 + wa2 )2 r 2 (1+wa2) ws2 + ws4 (1 - (wa - ws)2)3^' · ^
;i 3 (wa -ws) (-A + (wa - ws) /3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws])) 
; (1 - (wa - ws)2)5/2




λ] 1 - (wa + ws)2 ··■!·. ^-1^: j.2^2.£_=- + β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws])
, Vl. - (wa f ws)2 · .·, 7..
( ( -1 + wa + ws)* (I + wa + ws) ) V'-V,· o"···
(wa + ws) (-A + (wa4 ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws])) : .
' >*'!’ ’ (-l+wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 ‘ *:v-- '-V· &':·Χ: h>;·.· -1. '*$,
*>!*V*$ ·Γ^' c ; ··-*■·________•v;-/5r'-‘' .: V '- ^ *\ \ 'J- ^ ■*··/{ · · *-·· ···* ; $ '·*·;£·*;
-7- :: (2yji - (wa + ws)2 (-1 + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa.+ ws]) ) j j
((-l+wa + ws)2 (l+wa + ws)3) - 
(2 -^1 - (wa + ws)2 (-Λ + (wa+ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws]) ) j J ■;
. ((-1 + wa + ws)J (l + wa + ws) -) - V'V,·-
'" · (■ - ■ ' ‘ -■■■■., ■'
^24 wa ws ‘' 13 ' 13'
- :v;
‘C<^ ---s;
A ·* · · jS
'C* ·!» ^-v X·. ζ'»-V'"’ ·)'
. ,
’ W T& * ·· 1
•i+V'· & ^
. / J - 2 \r 1
1 - (wa - ws)2 1- (wa + ws)2
. λ
Vl - (wa-ws) 2 Vl-*(wa»W3 )3Tr)e
Vl ■ Ί
■.· .·' "i,· ‘i
(wa,r'ws)2 Λ______ (wa + ws)2 λ
2" + /I ....\2\3/2 M ·- l„\2s3/Z
i:
j j y.
.. .. , , , ,
' · t; sy i
Vl - (wa - ws)2; . (1 - (wa ws)2)J'‘ ' (1- (wa + ws)
wa - ws wa + ws
V1 - (wa + ws)2
*■ ' -·< ·' - N' '*/··':...·· . *) 4 :«>»-
. ,2,3/2 + 7Γ 7 ,2,3/2
(wa ws) ) ;(1 - (wa + ws) ) /, .
β ArcSin [2 wa]
- > ' ,
r^:·
Λ ^fv A /.
■Ίτ\
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] | (wa + ws) β ArcSin [wa + ws ] 
(1 - (wa - ws)2 )3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
24 wa +
Τ 96 wa β
(1-4 wa2) ‘
3 (wa - ws) β 3 (wa + ws) β 6 ( (1- (wa-ws) 2)
wa+ws \ q^ + (l-[«a+w3)2)3/2 ) β
(1 - (wa-ws)2) .. (1 r (wa+ws)2)
24 wa ^ Vl-(wa(wa-ws)2 Vl-(wa-fws)2 β ·
V1 - 4 wa2-'. 7 · |
48 wa λ .192 wa3 Λ _____________________
(1-4 wa2)3'2 (1-4 wa2)5/2 (l-4wa2)3/2
3 (wa-ws) Λ 3 (wa -ws)3A 3 (wa + ws)3 Λ 3 (wa + ws) A
■·>- -y
/Λ ^ V’**» i
;· i
·.·»■
/ + t \ 2 \ ^^2 /-i / \ 2 \ ^^2 /i \ 2 \ ^^2 /i / \ 2 \ ^^2(1 - (wa - ws)) (l-(wa-ws)) (1- (wa + ws) ) (1 - (wa + ws) )
192 wa2 β ArcSin [2 wa] 16 β ArcSin [2 wa]
+ . ·
(1 - 4 wa2)5'2 
3 (wa - ws)2
(1 - 4 wa2)3'.2.;., 
3 (wa + ws)2
(1 - (wa - ws)2)3/2 "·:·:λ··Ά Άύ'··
i i··"' V -
------ jyj- β ArcSin [2 wa] +
(1 (wa - ws)2 )5/2 : (1 + (wa + ws)2)5/2 (1 - (wa + ws)2)"‘ )
β ArcSin [wa-ws ] 3 (wa-ws)2 β ArcSin [wa-ws] + 3 (wa +ws)2 β ArcSin [wa + ws] γ.,ί ,
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa - ws) 2 )5/2 ' (1 - (wa + ws)2 ) 5/2
β ArcSin [wa + ws ] 96 wa2 β (ArcSin [wa - ws] + AircSin [wa + ws])
: ■ i /o + _ c /o . ^
;·:! *i cv.r.VJlii
/ -v · - .2\3/2(1 - (wa + ws). ) (1-4 wa2)5/2
■f+i :i ■
8 β (ArcSin [wa - ws] + AircSin [wa + ws ]J; 
l0: >' j +if(I- 4 wa2)3/2 ' · ; ? 77
>. g p-X ,
12 wa2 + 12 ws2 + 8 β
. ·. «V+ β β
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V’VV;·
: ’’ ..-'λ — Α, ; ϊ ·">«
' 4 *?■·*
4 (·. 1 - + -....... 1 ,
* V1 - (wa -W3) *■ Vl-(wa+ws)* 16 wa2 λ 4 λ
,·ν ,ί·'. .: VI-4 wa2 (1-4 wa2)3/2 . Vl 4 wa2
(wa - ws)2 Λ (wa + ws) 2 λ λ
Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws) 2
wa - ws ,
4 -Ο ζ .-
{ ~y/x '..:v \ X-r 'V rti > -> ·.·;
r ; ->( >'· V .·. 1 ··
-ivi■·>;"-illV · ' 
v·-:. "A i-r-ii,
;;
16 wa 0 ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)3/2 1(1- (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 )
• ·* ‘V·., '· · ' ·;■%.'· .*
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] (wa + ws) 0 ArcSin [wa + ws]
(1 '-i (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)372
0 ArcSin [2 wa] + iV v
8 wa β (ArcSin [wa-ws] + ArcSin [wa + ws])
_1-. 4 wa2")3/2 ^ -■ j •3 + .
.. 0. 3(wa-ws)/3 3(wa + ws)/33 24 ws-----------5+ -------- 1------------ ——+ ■
4 / wa-wg + _______wa+ws
. v~ (X - (wa-w3) 2)3/2 (l-(wa+H3)2)3/2
{ V (1 - (wa - ws)2)2. . (1 - (w4 + ws)2)2* i>7 ,v:- .
■. c l . 1*' '
8 wa ( -^====- + y]_(Ha<.W3)2 ) ^ 3 (wa - ws) λ . ■: 7
Is*- i ·'■ · * 1/9 - + - I/O +





5 ;■ «* *·* :· . , JV ' · » «4· ’· -*
r’lV* ·. .«·?'**;&”*· '£> i-. >'*; .'V/· ' '·"· >
• ·-··?,£-.;<-cr■·'
r . .· · .<* is . V- .
(1-4 wa2)372
3 (wa - ws) Λ
(1 - (wa - ws) 2 ) 372 ( 1 - (wa - ws)2^ -
J1·.' . 3 (wa - ws)2 . - v ·:,. ;
■ n , ,7,5/2 + \
,2,5/2
- * ΐ>5. ■ i ; -
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f '·?. ·’?* -"'J
• 48
4 (-1 + wa2 + ws2) (- 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3 ) β + 2 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1 + wa2) + 12 ws2) β + .
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| (-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)3 yjl - (wa + ws)2 J - 
-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) +
(-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 
(4 (wa + ws)' (-Λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws] ) ) ) j
·->'·· ·· :·/^Λ -·) 
v ' V. .·*
..-A. Γ>
■Τλ ·■···■'
. |(-l + Wa + ws)3 (1 + wa +ws)2λ/ι (wa + ws)2.j
6^1-(wa + ws)2 (-A + (wa + ws) β (ArcS in [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) j j 
((-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)4) + ’ ;
i ■ '£■·- Vl λ
8 Vi- (wa + ws)2 (- λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) ) 
((-1 + wa + ws)3 (1+wa+ws)3)
£ Λ t ; ‘i.
· ■ r·
6 yj\ - (wa + ws) 2 (-λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws ])
((-1 + wa + ws)4 (1+ wa + ws)2)
12 wa2 + 12 ws2 + ββ β ■ , β’
1-4 wa2 l- (wa - ws)2 ’ 1- (wa + ws)‘
1-fwa+wsi2 ) ^ 1 6 Wa2 A. t. 4 λ
Vl -4 '
A 'W
(1 - 4 wa2 )3/2 V1 4 wa2"
(wa - ws)2 A (wa + ws)2 A
Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
16 wa β ArcSin[2 wa] wa + ws .
(1 - 4 wa2)372 . ( (l - (wa-ws)2)3/Z (1 - (wa + ws)2)'
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2
β ArcSin [2 wa] +
< r^·.
···■; *
8waβ (ArcSin[wa -ws] + ArcSin[wa+ws]) 
(1-4 wa2)3/2 '·(■ j
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24 wa ws - 0 '
1 - (wa - ws)2 , 1 - (wa + ws)2 
(wa - ws)2 λ
• > 2 lr
+ -
‘ * * *f -i-j;' % -η '7.r.· *·£>*':f. ’****? */.^ ·K; ♦£.·>*^ ;·.
1 · 1
Vl-(wa-w3)2 Vl-(wa+w3)2 ' . ' ■'
Vl - 4 wa2
(wa i ws)2 λ
V1 - (wa - ws).2 (1 - (wa - ws)2)372 . (I - (wa 4 ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
0 ArcSin [2 wa] -wa - ws
■ "V -V . v .
■ I - · V Fl'1
(1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)3/2
(wa - ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws] ]
/ *♦ r '·*· \ 2 \ 3/2(1 - (wa - ws) 2) (1 - (wa + ws)2) ‘
tA; r- "".i"'.iS.-
- (4 (-1 + wa2 +ws2) (4wa(-l+ wa2) - 4 wa ws2) ( - 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) 0) j
- Γ '· .·/=■'/’ .; J;-* ·/-!·; V*.£■ y/ ·:Γ- '
2 \ 2 >- ^ λ J
4 ws (4 wa (-1 + wa2) - 4 wa ws2) β
/ , -  V  0/1 2 X 2 v" 4 \ ? 16 wa ws (-1 + wa2 + ws2) β((-1 + wa^) . 2 (1 + wa^) ws · + ws4) - ------1------------------- —---------------------------------------x-
((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4)
4 wa (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β
>*' km
(( -1 + wa2 )2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4) ((-1 + wa2) 2 - 2(1 + wa2) ws2 + ws4}
- ( 2 4 1 ) β -
> Vl-4wa2 Vl-(wa-ws)2~ >
■ft -.-9f r^V,···· :· · s* -v






(wa 4 ws)2 0
(1 - (wa + ws)2)372 Vl.- (wa + ws)2
Vl - 4 wa2. : V 1 - (wa + ws)2; )
0 j ■ ( (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws) 2) +
3 ( wa - ws ) (wa ws) β β (ArcSin[2 wa] 4 ArcSin [wa - ws])
V Vl - (wa-ws)2 ”
it. $ (1· , ,2,5/2(1 - (wa - ws) ) 3 (wa - ws)
*r
2 1
V1 - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 J 
β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws]) 11 j(1 - (wa-ws)2)572 
3 (-A + (wa-ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws ]) )
(wa - ws) β +
(1 - (wa - ws) 2)572. .■.Vi■'?!;&&• - ■·
(15 (wa - ws)2 (-λ + (wa-ws) β (ArcSin [ 2 wa] + ArcSin [wa-ws])) ) j (1 - (wa - ws) 2) 





(wa + ws) + β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws ] )
Vl - (wa + ws)2 
( (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 -^/l - (wa t ws)2 ) -
(wa + ws) β
121/1 Ui-<«.,*.)*
( (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)3 ) x 
(wa + ws) β
+ β (ArcSin[2 wa] 4 AircSin [wa + ws])
2 \/l - (wa + ws)‘ .-------------------------- 4 β (ArcSin[2wa] 4 ArcSin [wa 4 ws ] )
Vi t (wa 4 ws)2 . ·.; Cl . - vl
( (-1 4 wa 4 ws) 3 (1 4 wa 4 ws)2 ) - I (wa + ws) I (wa ,4 ws)
lyrr· 4 wa2 V1 - (wa + ws)2
0 4 0 (ArcSin [2 wa] 4 ArcSin [ wa + ws ]) j j j ^  (-1 + wa 4 ws )z (1 4 wa 4 ws)2
‘ yl 1- (wa 4 ws)2 ) y \z-J 1 - (wa 4 ws)2 i (wa + ws) [ . ^ _—- + ^ 0 4
· 1 : ( . [ { Vl - 4 wa2 ■. Vl - (wa 4 ws)2 J
0 (ALrcSin[2 wa] 4 ArcSin [wa 4 ws ]) 21l4wa4ws)2 (l4wa4ws)3)







Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
.'· ; ; 'y' r?.%
sK? ->tr
£ ' , %
Ευστάθεια - ακριβούς - συμβολικά.ηδ
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematic a
*:-.·■ av-·> Vi %:'··'* νί
, .·. V '-·ν




(2 λ/ι - (wa + WS)2" ί (wa + ws) -■■:■==—■=- + —=■■-■: rif-r--------  ] β +
; - i l V1 - 4 wa2 V1 - (wa + ws)2 ): i
β (ArcSin [2 wa} + ArcSin [wa + ws]) j j ((-1+wa + ws)3 (1+wa + ws)2)-
((wa+ws)2 (-A + (wa + ws) β <ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws]))) /
I (-1 + wa + ws) 2 (1 + wa + ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2) + : '
■ (4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa ms]))) /
f ( 1 + wa + ws)2 (1 + wa 4 ws)3 -\/ l (wa + ws)2 J -
-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws])
(-1+wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 V1 - (wa t ws)2 
(4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSinjwa + ws]))) j
f("i +. + wa + ws
■v- :■;%
·'■ ;·. l· ’ - ··('.· ’ ’ ,
i “ ] '·/r*·.*■>-·'.>
:(· :
v ) 3 (1+wa + ws)2 ^/l - (wa + ws) 2 j +
( 6 λ/ A _ (wa + ws)2 (-A+ (wa'+ws) β (ArcSin [2 waj> ArcSin [wa + ws])) )
((-1 + wa + ws)2 (1 + wa+ws)4) + ·
(β -\jl - (wa + ws)2 (- A + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] ^ ArcSin [wa + ws]) )) / 
((-1+wa + ws)3 (1+wa+ws)3) + ' ·.·
( 6 ·S -\/1 - (wa + ws)2 (-A + (wa + ws) /3 (ArcSin [ 2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) j j
(( 1+wa + ws)4 (1 + wa + ws)2)
12 wa2 + 12 ws2 +
4 t
80 β- -p
1-4 wa2 1 - (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2
Vl-(wa-wg)2 Vl-(wa-wg)a+W3)2 ) ^






(wa - ws)2 A (wa + ws)2 A
Vl - 4 wa2 . Vl - (wa - ws)2
(1 -. (wa - ws)2) 3/2 - ,Λ / . 2 \ 3/2.(1- (wa + ws) “) .
A 16 wa β ArcSin [2 wa]
Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2 )3/2 '
*■ wa-ws wa + ws
—+ ---------- :-------------- -------- r—ί τΓ-τττ·
(1 + (wa - ws)2) ‘ (1 - (wa + ws)2)f!
/3 ArcSin[2 wa] + 
l
. ,ϊι . .
(wa-ws) β ArcSin [wa-ws] . (wA + ws) β ArcSin[wa + ws ]
/i ' l \2\i/2 + ,, ·, ,2.3/2 . \(1- (wa-ws) ) (1 - (wa + ws) ) ..-j,/; s
8 wa β (ArcSin[wa -ws] + TlrcS in [wa + ws])
(1-4 wa2)3/2 v· -
'Ifif
■A \ ■ .-·■ A>^£··
■ Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dll 11, το πρόσημο της 
οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων
3 ν 4 (-1 + wa2 + W32) 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3)2/32 (-1 + wa2 + W32) (-4 (1 + wa^) + 12 ws2) β
48 .-. -
* ((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4) 
8 ws ( - 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3 ) β
+ --------- ;-----------------------------------;—1— ------------- -—: 
((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4) / ;
40
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(1 - (wa - ws.)2)3/2
+—(wa-w3)*g V1 -’(wa + ws)2 (—(wa*w3)2β + 2p \
- 3'2 \ (1- (wa+ws)2)*'2 Vl- (wa+ws)2 *
2.3/2 f
 3/ Vl - (wa+wg) 2
(- 1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)2
6 (wa.-ws) |-----/3 (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa - ws]) )
-ι- (1 - (wa -ws)2)5/2 " .
3 (- Λ + (wa - ws) 0 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws]) ) +
(1 - (wa - ws)2)5/2 .'-'s >
15(wa -ws)2 (-A + (wa - ws) 0 (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws] ) ) 
" - y (1 - (wa - ws)2)772
2 (wa + ws) +β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [ wa + ws ]))
V -
(-1 + wa + ws.)2 (1 + Wa + ws)2 Vl,- (wa + ws)2
4 J1 - (wa + ws)2 f —+ 0 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) 
[ Vl - (wa + ws)2
('(-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)3) - -
"7 f (wa + ws) β
-■**■*,.v, ->■
·>;-■ * >Γ·^ .......
+ β (ArcSin [2 wa] .+ ArcSin [wa + ws])4 y j;- (wa + ws) , ------------------------
l ·. I Vl - (wa+ws)2
( (-1 + wa + ws)3 (1 + wa + ws) 2) - v. · -
(wa + ws)2 (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws]) ) ■ 
(-1 +.wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 
4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
(-1 + wat + ws)2 (1+wa + ws)3 Vl + (wa + ws)2 
-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws])_ +
(- 1 + wa * ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (Wa + ws)2 · - £·ΐ:;'·'ί·;·*’.·
4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (.ArcSin,[2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) 
(-1 + wa + ws)3 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
,+ί τ'·’·.• ·; ^ ·' .
i'iv
X·- Λ«',.’Τ:
j λ/ 1 - (wa + ws)2 (-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin[wa + ws]) ) J j 
((-1+wa + ws)2 (1 + wa + ws)4) + ‘ ·
(8 -y/1 — (wa + ws)2 (-A+ (wa+ws) β (ArcSin[2 wa]’ + ArcSin [Wa + ws])) j j 
((-1+wa + ws)3 (1 + wa + ws)3) + ■’.■-. ; '
(6 1 — (wa + ws)2 (-A + (wa *Ws) β (ArcSiri[2wi] + ArcSin [wa + ws]))) /·· : ,)
((-1+wa + ws)4 (1 + wa + ws)2) -· ’ii+V'*■%·$* ■/'ί-'·
■’ Ja.. ■
% V j





v - ·ν*' o / wa-ws , wa+ws.
■ 3 (wa - ws) β ’4 3 (wa + ws) β - ·'· \ :(l-(wa-w3)2)3/2 7Γ- (wa+W3)2)3/2
(1 - (wa - ws)2)2 (1 - (wa + ws)2)2... ; Vl - 4 wa2
3 (wa-ws) Λ _ )3 (wa - ws)3 A , 3 (wa + ws)3 A
2\3/2 ~ /1 · /.... _ i 2 i , i _ ,T.r= ^ .2.3/2
3 (wa + ws) A----TTo* +■■\2^3/2(1 - (wa-ws)2)'"/' (1 · (wa-,ws) 2yy y,... (1 - (vra + ws)2 (1 + (wa + ws)2)
f ' 1 3 (wa-ws)2 / 3 (wa + ws)2 *_________ 1 )
(1 - (wa - ws)z) (1 - (wa - ws)2) 5/2 (1 - (wa + ws)2 )5/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
β .ArcSin [2 wa] +
β ArcSin [wa - ws] 3 (wa - ws)2 β ArcSinJwa - ws]
\ 2
(1 - (wa - ws)2); (1 - (wa-ws)2)S/2
3 (wa + ws)2 β AarcSin [wa + ws ] β ArcSin [Wa + ws]
(1 - (wa + ws)2) 5/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 J
,2 10 · ' 2 8 0 ■ β R12 wa + 12 ws + ~—rr—s- +I X C— ·"»<-» T Jl. Cm r»o -r —-------—--- w r. --------------------------- - ---- ST T ----------'----r---- :-----------=- + . «·. J# , M ■ K··* -ύ- ·ν %t ·
: I. j\ ■■ 1 - 4 wa2 1 - (wa - ws)2. ; 1 - (wa + ws)2. A - i V .· v\.
';;V. f .... _· ,·
y ’ ' '' '* v· j. ' *v · .·, ?· ,k*. ■ ··■/ V·· . Vwf* ·.' v-4, · * / . «·■ · * .· ■ - f /£..■?· f ·'+/' y ·&’*'*
*· 4 / ~ 1 - . 1 ' \ /3 _ ^ · :,···*' v -r i "V’V-'- ." -i- l
' Vl- iwa-wsi2 Vl'- (wa+ws>2 / 16 wa Λ 4 λ λ . V?? · l’^, v
·>/ ;A :“· ·:%.·' ·>.
Ά v‘
; - i' ·/ i ·/. ·· ‘i, *: '-ν'' ' ' ir'· ·,
Vl - 4 wa2 (1 - 4 wa2)3/2 Vl 4 wa2' Vl - (wa - ws)2..
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■ -:rX V · ··'··. Η
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Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - ακριβώς.πά
'·<···4 * ...
'·■' Σ’/·■*· ■ *> UI · ..· ·-
Clear All [Vp, Vll, wa, ws, λ, β, dd, Hessian, V3, V4, dllll] 








"Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - τέλειο σύστημα - ακριβής ανάλυση", "Title"] 
StylePrint["με βάση τις θεμελιώδεις αρκές της μη γραμμικής ελαστικής ευστάθειας".
: "Title"] . 1 :
StylePrint["Πρώτη ελάσσων ορίζουσα Vll", "Section"]
’ L'J 1 , * 2 (-1 + wa2 + ws2) β
VII = 12 (vra2 + 2 ws2 )----------------------------------------------------------------- +
(-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4
-λ + (wa-ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws] )
, .2,3/2 '' ''(1 - (wa - ws) )
·,·* V>. -*.A 
’· >, ‘'i'v
. V·<
1 “ (wa + we)2 (-A + (wa + ws) £ (ArcSm[2wa] + ArcSin[wa + ws])) j j
( (-1 + wa + ws)^ (1+wa + ws) )
..· rK ft
>*\.y ^ 'y.





" '-·· - ··. ■■· - i;
Q r ’· *>.· ■·- λ’Γ*» ·. .■’V- ;\Q ;
‘V
λΛ, : v.
y Λ: : Si?- *·. Λ*. *.
24 wa ws -
β β
f- 1 · - + ; 1 ) β ; ’ » ·, ' '
V. Vl-(wa-ws)2 Vl- (wa+ws)2 /
1- (wa-ws)2 1- (wa + ws)" -. V1 - 4 wa2 ,
(wa - ws)2 λ (wa + ws)2 λ λ
• .■>·-
■ y.'
Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa - ws)z)3/Z. (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
)8ArcSin[2wa] -
(1- (wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2) 7
(wa-ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSin[wa + ws]· + ----- —---
(1- (wa - ws)2)3/2 ? (1 - (wa + ws)2)3/2
v 2 +
12 wa2 + 12 ws2 +
8/3
. > .k .
£ + β
'■ ·Λ·;«
1 - 4 wa2 l-(wa-ws)?: l-(wa + ws)J
byC·’
/ I * 1 \ ^
\ Vl-(wa-ws)2 Vl  ^(wa+ws)2 / 16 wa2 λ 4 λ
V1-4 wa2 (1-4 wa2 )2)3/2 V1-4 waz
λ (wa-ws)2 λ (wa + ws)2 λ λ -
......................................................................................................... ............  +
Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws)2
..tyV ’irZ'il'&f y&:
wa - ws wa + ws16 wa β ArcSin[2 wa]
(1-4 wa2)*/2
(wa-ws) £ ArcSin [wa - ws ] (wa + ws) £ ArcSin[wa + ws]• + -------------------------------------+
z- / . 2 \ 3/2 _ - , . 2 \ 3/2(1 - (wa-ws)2) (1 - (wa + ws)2)
β ArcSin [2 wa] + '
(1 - (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
1-J- · 
- X~·'
8 wa β (ArcSin [wa-ws] + ArcSin [wa + ws] )
■rfU ‘ ;/■ ’V ;;' · (i - 4 wa2)-
'·»"'· ?'· '* i/ V.„; H;E-"r'·^·
13,
£ " * 'ή '· · ·’
12 (wa2 + 2 ws2)
2 (-1 + wa2 +ws2) β
(-1 + wa2) - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4
' · ' ·
/. ·' \y ' ··;·/ >; ·,', y-r V;·*; ·-
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ΐ : -λ+ (wa-ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSinfwa - ws])
(1- (wa-ws)')
■'J1- (wa + ws)z (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws] ) ))/
((-1 +wa + ws)2 (1+wa + ws)2)
* Λ-'·-:-*,"
y ■■ *" y .. f
:-1 VStylePrint["Τρίτη μεταβολή 5V3" , "Section"]
V3 = 4 8 ws +
2 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β 
((-1 +wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 +ws4)2
4 ws β
— jgjggg) P — _ β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa - ws]) 
Vl-(wa-ws)2 . ,
: ~ (1 - (wa-ws)2)3/2. (-1 + wa2 ) 2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4 
3 (wa - ws) (-λ + (wa - ws) β (ArcSin[2 wa] + Arcs in [wa - ws] ) ) 
(1 - (wa-ws)2) l V -v, .
-\/l - (wa + ws)2 (wa + ws)_g-------+ β (ArcSin[2 wa] +|
Vl - (wa + ws)2 -xi. •■‘N'i ■ -Vi ■ ·hy" yy r <·
' ' ' . ‘
■ '/% Λ . . . 
V *:>L
ArcSin[wa + ws])
':> ■ 9 9 *v·--vv - ·.. ,·&. .'%y ■ ■
((-1 + wa + ws) (1+wa+ws) ) - · v. /
(wa + ws) (-A+ (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSinfwa + ws]))
- (-1+wa + ws)2 (1 +wa + ws)2 Vl - (wa+ws)2 : '
n λ;
^2 λ/ 1 - (wa +  ws)z (-Λ + (wa + ws) /3 (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws]) )
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24 wa (—====!====■ + , 1 ] β , 3 ,\ Vl-(wa-ws)2 Vl-(wa+ws)2 / 192 wa A 48 waA
(1-4 wa2)3/2 (1-4 wa2)2x5/2 (1-4 wa2)2\3/2
3 (wa - ws) A 3 (wa - ws) 3 A 3 (wa + ws)3 A 3 (wa + ws) A · ' ■ f ; 'y v 
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·;"Ϋ i i I ' (1- (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa-ws)2):2·. (1- (wa + ws)2)5/2 (1 - (wa + ws)2)322 t Γ- '
192 wa2 β ArcSin [2 wa] 16 β ArcSin[2 wa] Γ 1 V?
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(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa - ws) 2 ) 5/2 «pf «■'< ,· ·'
Λ
(1 - (wa + ws)2)5/2
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:·' (wa + ws)2 A
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/3 ArcSin [2 wa] -
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(1 - (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 J
(wa - ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSin[wa + ws]
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/*» / * 2\ 5/2(1 - (wa - ws) ) + ^ 1 - (wa + ws)2 (wa + ws)
l V1 - 4 wa2 Vl - (wa + ws)2 J
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^2 yj 1 - (wa +ws)2 (-λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws] ) ) j J
.....m( (-1 + wa + ws) (1
lV:·
if§iΓ * i l y[; ,y
*:: /.·■·; v 'v
12 wa2 + 12 ws2 +
80 0 β
1-4 wa2 1- (wa-ws)2 1- (wa + ws)2
4 ( -1 ■■■■ ■ · + ■ . 1 ■ ) β
V Vl-(na-ns)2' Vl-(wa+ws)2 / 16 wa2 λ 4 λ
v 3/2
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'|+V- + . 5Γ Λ
V1 - 4 wa2 (1 -4 wa2)3/2 V1 - 4 wa'
(wa - ws)2 λ / (wa + ws)2 λ
Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa - we) 2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 . Vl- (wa + ws)2
16 wa 0 AroSin [ 2 wa]
(1-4 wa2)3/2
(wa-ws) 0 ArcSin[wa - ws] (wa + ws) 0 ArcSin[wa + ws]
(1 - (wa - ws)2) 3/2 (1- (wa + ws)2)3/2 j
0ArcSin[2wa] +
i'.'-t ..A .:s (1 - (wa - ws)2) 3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2
8wa0 (ArcSin[wa - ws] + ArcSin[wa + ws])
;.t< ·■
(1-4 wa2)3'2
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4 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3)2 0 
V4 = 48-----------------------------------—-------------------------------------------- +
( (-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4) 3
'it ..·■ A* -λ·:*'...- f' ·r-'·· Ή \ , .
2 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1 + wa2) + 12 ws2) 0 8 ws (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) 0
--------------------------------------------------------------------------------+ -------------------------------------------------------------------
((-“1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4) ((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4)
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20 (»»—»)2 0
(-1 + wa2) —2 (1 + wa2) ws2 + ws4 (l-(wa-ws)2)
Vl- (wa-ws)2 (l-(wa-ws)2)3/2+ -----------------------------------  +2.3/2
Vl - (wa + ws)2
(1- (wa+ws)2)3/2 Vl-(wa-ws)2 )
(-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)2
6 (wa-ws) (—(»a-»s) o_ (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws] ) )
V Vl- (wa-ws)2 /-------------------------------------------------------------------------------------- +
(1- (wa - ws)2)5/j j ;
3 (-λ + (wa-ws) 0 (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws]) ) 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------+
.·■*?· > .. , * 2 \ 5/2 ; ·,(1 - (wa - ws)')
15 (wa-ws)2 (-A + (wa-ws) 0 (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa - ws])) 
(1 - (wa - ws) 2 ) 7/2
2 (wa + ws) ( — + β (ArcSin[2 wa] + ArcSinTwa + ws]))
VVl-(wa+ws)2 /
(-1+wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
1 - (wa + ws):
((-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)3) -
(wa + ws) 0
4 "γ 1 - (wa + ws)2
l Vl - (wa + ws)2 
i  
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f/ l^y —------- ------------------------------------- ;-------- -------------------------------------------------: +
(-1 + wa + we)2 (1 + wa + ws)2 (1 - (wa + ws)2) '
4 (wa+ws) (-A + (wa + we) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws]))
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)3 V1 - (wa + ws)2
-A + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws] ) 
--------------------------------------------------------------- - ■ ------+
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 V1 - (wa + ws)2
4 (wa + ws) (-A+ (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws]))
.(-1 + wa + ws)3 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
V. t, ____________
(eVw^T^)7 (-A+ (wa + ws) β (ArcSm[2 wa] +ArcSin[wa + ws] ) )| j
((-1+wa + ws)2 (1+wa + ws)4) +
(*V1- (wa + ws)2 (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws] ) ) )/
( (-I + wa + ws) (1 + wa + ws) ) +
(»VT (wa + ws)2 (-A+ (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin[wa + ws]))·>»)/
" J ' ,*V
;ite V. ( (-1 + wa + ws)4 (1 + wa + ws)2) +
24 wa ws -
~ .j.
{- V1- (wa -ws)2 vr ) β-(wa+ws)2 /
i· ..·
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, .ft yf-:V.S> ^ $ ; ·. ···
1 - (wa - ws)2 · 1 - (wa + ws)2
W & r?
;4% 2
.-y y \•ί ϊ*) ‘ y
(wa - ws)2 λ
s .2
V1 - 4 wa2 
(wa + ws)2 A
Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)3/Z (1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws)2
j8 ArcSin[2 wa] -
; : > \ .. '*sy._ . i*
+'■' · ; "s
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372
(wa-ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSin[wa + ws]• +------------------
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)372
' ’ i ·,'! : / ■
,_j :*-Vi
.ί l-.vV
1920 wa2 β 128/3
24 + ---------------------- +---------------------- +
4/3 15 (wa - ws)2 β 
+ --------------------------------+
·1-+Γ'ί?-·
(1 - 4 wa2)3 (1 - 4 wa2 ) 2 (l - (wa - ws) 2 )2 (1 - (wa-ws)2)3
4015 (wa + ws)2 β
■■ 1 1................ 1 1 + 1 ~ ■ .............. ■ 1 1 ■ + ----- --------
(1 - (wa + ws)2)3 (1 - (wa + ws)2)2 V1-4 wa:
3 (wa-ws)2 3 (wa + ws)2 ϊ·ΐ;. Λ+-------------------------+ -
(1 - (wa - ws)2)372
(1 - (wa - ws)2)572 (1 - (wa + ws)2)
5/2
(1 - (wa + ws)2)"
+
y. ;
■ ?> ·..*■ iv
48wa (--------—", 3/2 +--------3/2 ) β 384 wa2 (~=i------------------- + -------- ) β
' (1-(wa-ws)2)3/2 (1-(wa+ws)2)3/2 ' \ Vl-(wa-ws)2 Vl-(wa+ws)2 /
(1-4 wa2 )2 + 3/2
32 f_____ —
V Vl- (wa-'ws)2 Vl-(wa+ws) 2 )0 3840 wa4 A
(1 -4 wa2)s/2 
1152 wa2 A
(1-4 wa2)372 
48 A 3 A
(1 - 4 wa2)7/2 (1 - 4 wa2)5/2
18 (wa - ws)2 A
(1-4 wa2)372 (1 - (wa-ws)2)372 (1 - (wa-ws)2)572
15 (wa - ws)4 λ 
(1 - (wa - ws)2)77
15 (wa + ws) 4 A :y '■ 18 (wa + ws) 2 A
(1- (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)'
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9 (wa-ws);
3840 wa3 β ArcSin[2 wa] 576 wa/3 ArcSin [2 wa]
+-------------------------------—-----------+ ------------------------------—---------+
(1 - 4 wa2 ) Ίί2 (1-4 wa2)2*5/2
15 (wa-we)3” rY 15 (wa + ws)3 9 (wa + ws)
(1-(wa-ws)2) (l-(wa-ws)2)
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9 (wa-ws) β ArcSin [wa - ws 1 
β ArcS in [2 wa] +------f-------------------------------------------------+
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- + -------------------------------------------------------------------------------------------+
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■
(wa - ws)2 Λ (wa + ws)2 Λ
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Sir-· ’
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ίΓ:-.? -vVv
16waj3 ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)3/2
(wa-ws) β ArcSin [wa - ws] (wa + ws) β ArcSin[wa + ws]■ +------------------------------------- +
wa - ws ' wa + ws ■■·■·' .'■·
----------------------------------- +------------------------------------ β ArcSin[2 wa] + ,/i / \2 \312 ,1 , s2,3/2 ^(1 - (wa-ws) ) (1 - (wa + ws) ) )
(1 - (wa - ws) 2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 .
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•r ·■:·· v.
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Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - ακριβώς, nb - ' ι>+ y -.14
(wa - ws)2 λ (wa + ws)2 λ A •'•y:'·
Vl - (wa-ws)2 (1 - (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 V1 - (wa + ws)2
- l-'.v- Ί1 ·' , vj. a , '*,·■·. .··
16 wa β ArcSin[2 wa] wa-ws wa + ws
. ‘ . S . ··· 1 ' ;
(1 - 4 wa2 ) 3/2 , (1 - (wa - ws)2) 3/2 (1- (wa + ws)2)372 ,
>+ Λ \ \v (wa-ws) β ArcSin [wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws] *· 1' 1-λ > %^f ~~l\\
"/.'>·./*···';·;· ' · '
’/ v: ?·^ -·*
(1- (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)372 V‘..v£ {X*
·: - ·': ·"■' '.·
'■ \vir.. 8 wa β (ArcSin[wa - ws] + ArcSin [wa + ws])
■':'c ;■ %
(1-4 wa2) 3/2
Ευστάθεια κρισίμων σημείων - τέλειο 
σύστημα - ακριβής ανάλυση
.··· 'ifjSr ίβτ
:·ί .*Κ\ -V
γραμμικής ελαστικής ευστάθειας ' 'V ·Α'κ·'
-, t .i A
■ ' ■ ■ . -
r. ■ φι
- ϊ ,
Πρώτη ελάσσων ορίζουσα V11
12 (wa2 + 2 ws2) -
2 (-1 + wa2 + ws2) <3




-λ + (wa - ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws]). . Γ2ΤΤ/2 4
·...' (1 - (wa - ws)2) ■
Vl - (wa + ws)2 (- A + (wa + ws) β (ArcSin [ 2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) )
• ·. ··.'·· ■/ ■ (-1+wa + ws)2 (1 * wa + w's)2 · ■
-;y.: -:-y;
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■ ;Α ; , 1
- 15 ν·!
>■ "·' · ϊ; *-*·
/. V '·: ' ·, \ ·
Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21
ο / 1 -·, - 1 \ jQ
β . ____________β____________ * Vl-(wa-W3)2 Vl-(wa-fW3)2 ·>><?" ·Γ· *■/.μ* ··. v‘PliC
ί
24 waws -
. ν · v-' -V
-Η. ' 2'
:·:·ν·.··^· Λ :
1 - (wa - ws) · 1 - (wa + ws) 4
(wa - ws)2 λ
Vl -4
(wa + ws)2 λ
Γ3/2
·■ .··/
.X-4- f Vl - (wa - ws)2 . (1 -? (wa - ws)2)3/ (1 - (wa + ws)2)3/2 - Vl - (wa + ws)2
r · ■- ..·; · ·· ;*■·.· ·. ·■· .· *'.· · · :f · . · .
K.·.
wa - ws
(1 - (wa -ws) ) (1 - (wa + ws)2)
2 3/2 I ^ ArcSin[2 wa] -
;;'V (J.
(wa - ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
/i / ,2,3/2 + . 2 % 2/2(l-(wa-ws)) .· (1 - (wa + ws) )
V ί
'2 +
£ U ?Jr' ■:Ma-
v-v.:v«<.-
12 wa2 + 12 ws2 + 8 β
. ·■ >( 
"‘•ί -V ’V
1-4 wa2 1 - (wa ws)2 1 - (wa ‘ ws) 2
16 wa2 λ 4 λ (wa - ws) 2 Λ
•:t, -iS, (1-4 wa2)3/2 Vl - 4 wa2 r Vl - (wa - ws)2 .·. (1 - (wa - ws) 2,3/2
.*·' ■S»,1 • ·«:·
(wa + ws)2 Λ ________ ___________ ■ 16 wa β ArcSin [2 wa ]
(1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws)2 (l-4wa2)3/2
wa + ws'
/•i ·’ / \ 2 \ 3/2 ^ ’ .*“·. " . >·\ ’■ . 2,3/2(1 - (wa · ws) ) - (1 - (wa ■* ws) )
r. * „· ·,„ " · ';· (wa - ws) β ArcSin [wa - wslii ArcSin [2 wa] + V—------- — ----------------L_-------L + .
>/' ;:iv‘ (1 - (wa - ws)2)
•St- (wa+ws) β ArcSin [wa +* ws] 8 wa g (ArcSin [wa — ws] + ArcSin [wa + ws])
·· x :!
,
/i / \ 2\3/2(1 - (wa + ws) ) (1 - 4 wa2>3/2
·’·■· ■ .·
. -> ;■ ::r
12 (wa2 + 2ws2) 2 (-It wa2 + ws2) β , '
(-1 + wa2)2 ^ 2 (1 + wa2) ws? + ws4
λ+ (wa-ws) β (ArcSin [2 wa| + ArcSinfwa - wsl )
■ , ,2,3/2 .r /· -<^ (1 - (wa-ws)2) ;V;
VI^~ (wa + ws)2 ~·(-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
- *»- v::
’.'«•IV.V. ·
(-1 + wa + ws)2 (1 * wa t ws)2 ;·'ΐ; ] ■■·.:
f ·· " ‘ . ;
:·^.· if' 9
'1:^-4^ -l·^· .r'Vf fV~
V ; ' 2·. , ·_. ;
N t’- V * ii. 'Λ*
■ v
;• -.-iv'v-rΟ-Γ'-Γ·--.
• ■ ·· ·:ν -
• es";.VV. ?’ !··.■-·>’ ·-’
,· .·■;!. .>··^ „?ν· ;*v:.v
ϊβζ : "·. I . ·;
: . f·/
: ■ '■'■·■








’ . ·: "V.
V ./ ι··ϊ.ν * \ 118
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
'·> $*£ ■:&#-
: f?Mr ' I,'i, *.· V - .i;
Vi J
Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - ακριβώς, nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
-.· · V- ' ■ £ -tS ' *• , <*. ■·· : ?. ·.· ··.- : £ 'ς. «ι* 1 νχ
16
*·*· »·;■ : \ ; «■ λ
ϊ ·_. .Λ - ·>.·. ·'
Τρίτη μεταβολή 6V3
48 ws + 2 (~1 + wa2 + W32) (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3 ) β 
,·. ((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2 ) ws2 + ws4)2
V ·· " ; 4 ws 13 _.
'V·.·; ' ,V*
- .. (wa-wsj.g (ArcS in [2 wa] + ArcSin [wa - ws] )
Vl-(wa-ws)2 V _________ 1 J___________ L________ J '
(-1 + wa2 ) -2(1+ wa2) ws2 + ws4 (1 - (wa - ws)2) 3/2
3 (wa - ws) (-A + (wa - ws) /3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws] ) )






Vl -- (wa + ws)2 ( (watwa) s + ^ (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
..;v. -_________  - ··■» * Vl -(wa+ws)z - _______ ■ ________________ _______ ____________ ·
(- 1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2
(wa + ws) (-Λ + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws] ) )
·: ο (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 ' βh .: ·, ■)
2 Vl - (wa + ws)2 (-A + (wa + ws) [3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]))
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)3 -
;·. i -+ 2 V1 - (wa + ws)2 (-Λ + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSinfwa + ws]))
yjf. V (-1+wa + ws)3 (1+wa + ws),2 if .
: i >'
24 vraws - β
2(
l-(wa-ws)2 1- (wa + ws)2
' i + 1 ) β .
Vl-(wa-ws)2 V 1-(wa+ws)2 · +
Vl 4 wa2 A
λ (wa - ws)2 Λ (wa + ws)2 Λ
Vl - (wa - ws)2 . (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
β ArcSin [2 wa] - . . f
. , 1
~··Λ
,(:1 r (wa - ws)2)3/2 ;(1 - (wa + ws)2 );./2 J
(wa - ws) /3 ArcSin [wa - ws] (wa + ws) /3 ArcSin [wa + ws ]
(1- (wa-ws) ) ‘ (1- (wa + ws) ) J
£ /·"* wa-ws ’ . _______ wa+ws
3(wa-WS)/3 3(wa+WS)/3 . V (1-(wa-ws) 2)3/2 (l-(wa+ws)2)
+ . 0 +
„ . 96 wa 0
24 wa + ------------·-------- »- +
i / r. (1 - 4 wa2)2 · :
T+ST? )0
-.ϊ*
(1- (wa-ws)2)2 (1- (wa + ws) 2 )2
24 wa ( ,------+ . 1 ' ) β . Q„
' Vl-iwa-ws)2 Vl-fwa+ws)? >
Vl - 4
( (wa+w
(1 - 4 wa2)3/2
192 wa3 λ 48 wa λ
3 (wa - ws) Λ ~ ~3 (wa - ws)3 A-
(1-4 wa2)5/2 ; (1 - 4 wa2)3/2’ 
3 (wa + ws)3 Λ 3 (wa + ws) Λ
, ,2,3/2 , ,2,5/2 , .2.5/2 /, / , 2,3/2 .(1 - (wa - vis) ) (1 - (wa - ws) ) (1 - (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)
192 wa2 β ArcSin [2 wa ] 16 0 ArcSin [2 wa]
(1- 4 wa2)5/2 . V' (1 4 wa2)3/2 '
- 3 (wa - ws)2 ^ + ^ (wa+ws)2 +
(1(wa - ws)
r f v ■
2,3/2
.. . ,2.5/2: .2.5/2 ,2,3/2(1- (wa-ws) ) (1 - (wa+ws) ) (1 - (wa + ws) )
0 ArcSin [2 wa] +
v.-
β ArcSin [wa-ws] i 3 (wa - ws)2 β ArcSin [wa - ws] 3 (wa +ws)2 β ArcSin [wa + ws];
7 ,2,3/2 + — ) ,2,3/2 + — , - ,2,5/2 +(1 - (wa-ws) ) (1 - (wa-ws) ). (1-(wa + ws) )
β Ar cSin; wa < ws] 96 wa2 β (ArcSin[wa- ws] + ArcSin [wa + ws])
"V V-7" ,2,3/2 1 /V 5/2 —— +(1 - (wa + ws) )
8 β (ArcSin [wa - ws] + ArcSin [wa + ws ] ) 




ί 12 wa2 + 12 ws2 + -—+ β β
ϊ 4 ί
1-4 wa2 1 - (wa - ws)2 . 1 - (wa + ws)2
4 ( , 1------
' Vl - (wa-ws)l-(wa- )2 Vl-(wa+ws)
Vl - 4 wa?
T2" ) ^ 16 wa2 λ 4 A
i (1-4 wa2)3/2 Vl - 4 wa2
Λ. ΑργνρσπούλοΌ 
E. EoavopooΕοαγόροο 
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.17
i. f- (wa - ws)2 Λ (wa + ws)2 A
. Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
l#*__ ________nJ_ ΙΛ___, t . __ __ . , ’ ^ . V . -16 wa/3 ArcSin[2 wa] f
- < :------------ ·> , ■— * -----
l (i-·. (1 ·· 4 wa2)372'
J-iOp ί £ if; · A '· % ;*
:·4 -'* f4-V . , J
_________________ wa + ws
(wa-ws)z)3/2 (1 - (wa + ws)2)'
(wa - ws) /3 ArcSin [wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
/i / ,2,3/2 + , ■ , ,2,3/2 +(l-(wa-ws) ) (1 - (wa + ws) )
3^2" 3 AJrcSin[2 wa] +
8 wa β (ArcSin[wa - ws] + ArcSin[wa + ws]) 
(1-4 wa2)3/2
•3 + . a \ "
24 ws - 3 {■wa - ws) β 3 (wa + ws) β
4 (- (l-(wa-w3)2)3/ii + ~(l-(wa+ws)2)3/2 )β ·.· ·;·'
(1(wa - ws)2)2 (1 - (wa + ws)2)2 Vl - 4 wa2





V3 -4 tf'X· r;’-
(1-4 wa2) 
3 (wa - ws)3 λ
2,3/2 .
' (1 - (wa - ws)2) '·' . -
.'"•'v··;.· ■ ; ■' ■ ■■■ · , · - ■ · . : ■ .·· ■ ·- =?..·■-;
3 (wa + ws) λ 3 (wa + ws) λ
(l-(wa -ws)2) (1- (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)“
1 .3 (wa - ws) -v 3 (wa + ws) 2 .
I (1 - (wa - ws)2)3·2 (Ϊ - (wa;-ws)2) 5/2 (1- (wa + ws) 2)5/2 (1- (wa + ws)2)^
β ArcSin [2 wa] - ^ArcSin [wa-ws] 3 (wa - ws)2 β ArcSin [wa - ws] + ;
(1 - (wa - ws)z)3/2 - (1 - (wa - ws)2)572·..
r4‘V,
3 (wa + ws)2 β ArcSin [wa + ws ] β ArcSin [wa + ws]
(1- (wa + ws)2)5/2 (f - (wa + ws)z)3/2 J
2 ( ' ·· 1
■'tv,··; ? tjr. /
24 wa ws - β ·
l-(wa-ws) .. 1’-. (wa + ws)'








(wa - ws)2 Λ (wa + ws)2 Λ
Vl - (wa - ws)2 ' (1- (wa - ws)2 )3/2 · (1 - (wa + ws)2)3/Z Vl - (wa + ws)2 ' -
1 - . ' wa — ws . -- wa + ws V s: · . ·' ·■ ’ ' ·. · ■·
:-
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 )
β ArcSin:[2 wa] -J,-
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] | (wa + ws) β ArcSin [wa + ws ]
(1 - (wa - ws)2)2,3/2 V (1 - (wa + WS)Z)3/2 / ■ ■
12 wa2 + 12 ws2 + 8 β β * - ' :+ ·
1-4 wa2.; l - (wa - ws)2 + 1^ (wa +Vs)
• v,
4 / i + i ) β
^ Vl-(wa-w3) 2 Vl - (wa+ws)^ ' 16 wa2 λ X-V 4 λ
Vl - 4 wa2 (1-4 wa2)3/2 Vl - 4 wa2
■Λ ’.·’·*· (wa - ws)2 λ (wa + ws)2 A
Vl - (wa - ws) 2 (1 - (wa - ws)2 ) 3/2 (1 - (wa + ws)2 )3/2 Vl - (wa + ws) 2
16 wa β ArcSin [2 wa]
(1- 4 wa2)- (1 - (wa-ws)z)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 )
β ArcSin [2 wa] +
(wa - ws) /3 ArcSin [wa - ws ] + (wa + ws) β ArcSin [wa + ws] 
(1 - (wa - ws)2 ) 3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2
- . .i . · 8 wa β (ArcSin [wa - ws] + ArcSin [wa + ws ] ) 
_1 (1- 4 wa2 )3/2
24 wa ws - β β
1- (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2
2 ( 1 ' +
^ 1 Vl-fwa-w3)2- VII (wa+ws) ^' 1 ) β ,, - a'-(wa )41 '
. Vl · 4
(wa -ws)2 λ (wa + ws)2 Λ
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· /«ν·-si· ·.':·■.
IS 1 wa - ws wa + ws(1 - (wa-ws)2)3/Z . (1 - (wa + ws)2)."YP2 3 ArcSin[2 wa] -■·'
V,r- (wa - ws) β ArcSin [wa - ws ] : (wa + ws) 3 ArcSin[wa + ws)
. - / + 7T3 7 " ~ i 2 i 3/2(1- (wa - ws)2) ■};.· (1- (vra + ws)2) ,, -·. ,
24 wa + 
4 wa 3
.1 , : ; ·····
·: 4' '
2 (-1 4· wa2 -i- ws2) (4 wa ( -1. + wa2) - 4 wa ws2) 3 ,
12 (-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4( (-1+ wa2 )2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4 )*
( VT — + ,j _ 1 ., ) (wa - ws) 3 +3 (ArcSin[2 wa] + ArcSinfwa- ws] )Vl- (Wa-W3)2
(1 - (wa - ws)2)3/2
3 (wa - ws) (-Λ + (wa - ws) 3 (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa - ws])) +
rs)
2
(1 - (wa w 2)5/2
1 - (wa + ws) 2 (wa + ws)
1 V 1-4 wa2 . V1 - (wa + ws)'
0 +
·;· ^ ' vV.>·'
■ »·■' 4 V
3 (ArcSin [2 wa]+ArcSin [wa + ws]) jj y/( (-1 + wa + ws)2 (1+wa + ws)2)
(wa + ws) (-A + (wa + ws) 3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) );
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 ' s . ; . v .· >"
2 Vl~-~ (wa + ws)2 (-A + (wa + ws) 3 (ArcSin[2wa] -f ArcSin [wa+ws] ))
( 1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)3
2 Vl - (wa + ws)2" (-A + (wa + ws) 3 (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) ) 
(-1 + wa t ws)3 (1 + wa + W3)2 .. /





12 wa^ + 12 ws^ + 83 3
Λ,> 1 - 4 wa2 1 - (wa - ws)2 . 1- (wa + ws)2
VT-iwa+wsl2 ^ ^
V1 r 4 wa2 .
4 λ . λ t
16 wa2 A ' ■/
(1 - 4 wa2)372 . -
(wa - ws)2 A
Vl - 4 wa2 Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2 )3/2
(wa + ws)2 A 16 wa 3 ArcSin [2 wa]
(1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws)2 - (1-4 wa2)3/2 . - '.
(1 (wa - ws)2) ’ (1 - (wa + ws)2)3/2 J
3 ArcS in [ 2 wa ] + :
(wa-ws) 3 ArcSin [wa-ws] 1 (wa + ws) 3 ArcSin [wa + ws]
it / \2\342 + ... . ,2,3/2 +(1 - (wa-ws) ) (1 - (wa+ws) )







·ν·Λ. ·;>2; '. V
48 4 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1+ wa2) ws + 4 ws3)2 3 '· 2 (-1 + wa2 + ws2) (-4 (1 + wa2) + 12 ws2) 3
((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4 )3
8 ws (- 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3 ) 3
((-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2: + ws4)2
43
( (-1+wa2)2-2 (1 + wa2) ws2+ws4)2 (-1 + wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4
(-1 + wa + ws )2 (1 + wa + ws) 
6 (wa - ws) (- (wa-ws) _ β [2 wa] + ArcSin [wa - ws]))
(1 - (wa - ws)2)"
;Γ.;Λ '
-T -■ l —Vl - (wa + ws)2 (—!»»+»=■)2P + 2^ ■ )
VT- (wa-ws)2 (l-lwa-ws)2)3'2 '_____________ ' (1-|wa^ws)2)3'z Vl-(wa»w3)2 '
,, , ,2i3/2 + / 1 , , ..„\2 /i , , ,.„\2
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3 (-Α + (wa-ws) /3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin[wa - ws]) ) + 
■3' ί'£ (1 - (wa - ws)2)572
-V>"
•νί'Λ’*'
15 (wa - ws)2 (-A + (wa - ws) 3 (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa -W3])) _
' · (1 - (wa - ws)2) ■ .. ■ . : ;
2 (wa + ws) ( iwa+ws)fi 4 β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
■ ■· ■ ________' Vl-(wa+ws)2 ~ _________ - r ■ - 7
.--V
;T iy ?; i>«
ί . ·. ' (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 V1 - (wa + ws)2 . '?’.-■■X.'· i -y, :·.*■; ' ' *v ••''«•..I? ··./*■*·’ *' V: .' v ·-*» Vi
4 Vl - (wa + ws) 2 ( , iwaw3i P ;+ g (ArcSin[2 wal + .ArcSin[wa + ws] ))
,_______ ___________- . '_______ 4 Vl-(wa+ws _________________ ■ __________ __ ·__________________ 7
, (-1 + wa + ws)2 (1 + wa -t ws)3 · ; : + 1
4 V1 - (wa + ws)2 ( yJgpwal P?.· + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws])) :
(-l+wa + ws)3 (1 ♦ wa t ws)2
(Wa + ws)2 (-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa+ ws]))
' (-l+wa + ws)2 (l+wa + ws)2 (1 - (wa + ws)2) /Z ] 1 . ;; ■ - 
4 (wa + ws) (- Λ + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws] ) )
(-l+wa + ws)2 (1 + wa + ws) 3 V1 - (wa + ws)2]'.
■», + -A + (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws])
(-l+wa + ws)2 (l+wa + ws)2 λ/ι - (wa + ws)2 . ; + '
_4 (wa + ws) (-Λ + (wa+ws)/3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
(-l+wa + ws)3 (l + wa + ws)2 y 1 - (wa + ws)2
6 y 1 - (wa + ws)7 (-A + (wa+ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) +
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)4
8 y 1 - (wa + ws)^ (-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + W3])) +
■ (· 1 4 wa + ws)3 (l+wa + ws)3
, 6 yi - (wa + ws)7 (-A + (wa+ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) + ,
,'Γ ■ (-l+wa + ws)4 (l+wa + ws)2
v i i ?*.
s > v·
& ·- 
_*·ίΐ .yr· ,-vV ■
iv\ y/f's;.·
• ■ .
24 wa ws ·-· 3 2 ( ' Τ'— ' Vl- (wa-i
1 - (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2
-. Ί·.····'.. - ·"■¥" > y', ·+ ■·'






... (wa + ws)2 Λ
Vl - (>fa - ws)2. (1 T (wa - ws)z)3/Z (1 - (wa + ws)2)3/2 y 1 - (wa + ws)2
β ArcSin [2 wa] -1
^ (1 (wa - ws)2)3/2 ; (1- (wa + ws)2)3/2
ft;
i, i; -r-
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] (wa + ws) β ArcSin [wa + ws] 
(1— (wa-ws)2)3/2 (1- (wa + ws)2r)3/2
24 + 1920 wa2 β
(1-4 wa2 )"
128 3 4 3 _ -+ 15 (wa - vis) β 15 (wa + ws) 2 β
\2\2. (i _ _ r=,v2\3 ·' ·> i _ 12 \ 3
■
(1 _ 4 wa2) (1 - (wa - ws) ) (1 - (wa ws)2 ) (1 - (wa + ws) )
_________4 3________ ( (1-(wa-ws)2) 3
I . 3 (wa-ws)2 , 3 (wa+ws)2 . 1
pr?r + + ΤΓΓ±~Γ2Γ57Τ +
(1 - (wa + ws)2 ) 
48 wa ^





(l-(wa+w3)2) 37J ) 3 384 wa2 ( Vl-(wa-w3)2 -)*/.
' ί'νΓ' ·ϊ
• -, (1-4 wa2)'
48 X · : '. ·. ■
3840 wa4 Λ 
(1-4 wa2) 1
(1-4 wa2)5/2
1152 wa2 Λ 
(1-4 wa2)'
3 λ 18 (wa- ws)2 A-
)2N5/2(1 - 4'wa2)·3^ (1 - (wa-ws)2) *3. (1 - (wa - ws)2)
15 (wa + ws)4 A ' 18 (wa + ws)2 A_
(v; (1 - (wa + ws)2)3/2
. v 1 i .
; 15 (wa.-ws)4 A 
(1 - (wa ws) ) (1-(wa + ws) ) (1 - (wa + ws) )
3 A . 3840 wa3 3 ArcSin[2 wa] 576 wa3ArcSin[2 wa]
+ : (1-4 wa2)7/2 ‘ + (1-4 wa2)5/2 +
Λ. ΑργνροπούλοΌ 
E. Εναγόρου 
B. Map tvΐδου Διπλωματική Εργασία
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ί I: 9 (wa - vis) ■ 15 (wa - ws)3
(1 - (wa -«s)2) wi (.1 - (wa - ws)2) "V (1 - (wa + ws)2) (1 -
, .? (wa-ws) 0 ArcSin [wa - ws]
. 7/2
15 (wa + ws); 9 (va -tws) ..
i
5/2
0 ArcSin[2 wa] + —-------------- ■-------------- - •·5/2-,
(1 - (wa - ws) 2)
15 (wa - ws)3 β ArcSin [wa - ws] ' 15 (wa + ws)3 β ArcSin [wa + ws]
.··.,· , , 2.V2 ' T. ,, 7# ,2>7/Z ■■·. + ■(1 - (wa - ws) ) ■ ■ " ·■ (1 - (wa + ws) ) .t,V· 'V'V ;.>/·<: -f ■ · ·2?ΓΪ' 'V·'.*.; ·· ’ Λ ‘ τ <.*< 7
9 (wa + ws) β ArcSin [wa + ws] 1920 wa3 β (ArcSin[wa - ws] + ArcSin [wa + ws])
' i”ί *V·—»
·· *'·* ‘V « 2 v V? ·> ·-· >(1(wa + ws) )
288 wa β (ArcSin [wa - ws] + ArcSin [wa + ws ]) 
(1-4 wa2)5/2 ‘ - ' /1
12 wa2 + 12 ws2 + 8/3 ", β
1-4 wa2 i - (wa - ws)2
·>· · · * ·;. is^-r·'’ ·’· <
1 ) β: ..
- (wa+ws) 2 /
(1 - 4 wa2).
y# 3;,
0
7 l · - hi:·.·:
v>;.£ 7·· 7 * ^ Vl-(wa-ws)2 Vl-(wa+ws)2 ^ ^ . j* .16 waZ Λ
Vl - 4 wa2 . vK · (I'- 4 wa2) 372 Vl - 4 wa2
1 - (wa + ws)
4 λ
v-·'.·· ;,.«*«·, ; Λ * ;· Η
3" >!'
λ (wa - ws)2 Λ (wa + ws)2 Λ λ
Vl,- (wa - ws)2 (1- (wa-ws)2)372 (1- (wa + ws)2)372 Vl - (wa + ws)2
lg wag ArcSin [2 wa]
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa · ws)2) 372· ( (1 - (wa + ws)z)3/2
β ArcSin [2 wa] +
(wa - ws) 0 ArcSin [wa - ws] ’, (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
(1- (wa - ws)2)3/2 .: v.-: (1 - (wa + ws)2)
4 -
2,3/2 . +: x~
·».■> . -S'
8 wa β (ArcSin [wa.- ws] + ArcSinfwa + ws]) 
(1 - 4 wa2)3/2 V, ' /
t t 
4 4 0 15 (wa -w3)20 , 15 (wa + ws)2 0
. 2 .. , .2.3 + - /- . . 2.3 +
40
[ (1 · (wa r ws)2) (1 - (wa - ws)2) ( (i - (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)2
6 i- ___ - 1·;' ■ ' ' 3 (wa-ws)2 - 3 (wa+ws)2 .■ i ) n ■ V
' (l-(wa~ws)2)3'Z (l-(wa-w3)2)&/2 ; - 'j(l-[»aw3)7)s? (1-(wa+ws)2)3/2 I 1 . * . - ' ,
v. .i -i. ■ V1-4 wa2 ·:·ν -.'·· ·_vsv■.■'fet-f··
24 wa (-------- wa-wa, ·3„ +'--------w-a+w% ) 0 96 wa2 f- i..... , + , 1 , ) 0 /
• ' (1-(wa-ws)2) '2 (1- (wa+ws) 2 )3'2 / . \ Vl^wa-ws)2 Vl-(wa+wa)2 / ; ’
(1 - 4 wa2) 3/2 ■ / I _ 4 „~2\ 5/2
8 (- , 1 V V1 - (wal-(w -ws)2 Vl- (wa+ws EV
(1 - 4 wa2)3/2 ;
3 A
(1 - 4 wa )
18 (wa - ws) ■ λ
+ ~ “ c /o +
(1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa-ws)2)5/Z
15 (wa -ws)4 A , 15 (wa + ws)4 A ; 18 (wa + ws)2 A 3 A
(1- (wa-ws)2)7/2 (.1- (wa + ws)2)7/2 (1 - (wa + ws)2)5/2 (1 - (wa + ws) 2)3/2
9 (wa - ws) 15 (wa ws)· ; 15 (wa + ws)3 9 (wa + ws).
+ — ;------------------------ τ ,0 + ----------- --------------3
·.; >· >'·.* .·-· .·
·» · r. : . - "· V -
Wi
( (1 - (wa-ws)2)5/2 (1 - (wa ws)2)7/2 (1 - (wa + ws)2)7/Z (1 - (wa + ws)2)572
, ; 9 (wa-ws) 0 ArcSin [wa-ws] 15 (wa - ws)3 0 ArcSin] wa - ws] =.
P AIT Cb 1Π [ Z Wa J — ------- ;------------------------- : ——cT7o----------- — --------------------------- :—------- -——o------------ - +
(1 - (wa - ws) )2 \5 /2 /·, / / v 2x7/2' : (1 - (wa-ws) )
15 (wa + ws)3 0 ArcSin [wa + ws ] | 9 (wa + ws) 0 ArcSin [wa + ws] 
(1 - (wa + ws)2)7/2 (1 - (wa + ws)2)W2
, (24 wa ws ■ 3. 0
2 (-·
. v.r·. !> t. ■ ■ ■■£ ■ ·. v «* ' V 1 - ‘
Χ·η· S; '
1- (wa-ws)z (wa + ws)‘
+ ________ Vl - (wa -ws)2_____ Vl - (wa+wa)2________  +
—-1 ... ) β
1- (wa+ws)2
λ (wa - ws)2 A
■ ,s. V1 “ 4 wa2 
(wa + ws)2 A A :::· -
-
Vl - (wa-ws)2- (1- (wa-ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
wa ·· ws ■ , wa+ .ws
(1 - (wa - ws)2)372 (1 - (wa + ws)2)3/2 /
0ArcSin[2wa] -·;
^1. ’ V· ’■
Λ. Αργνροποόλοο
E. Eoayopoo
B. MaptvWoo Διπλωματική Εργασία
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£ hC-\· '.· · j
(wa -ws) β ArcSin[wa - ws] (wa + ws) β ArcSinfwa + ws]
3/2 .
(1 - (wa-ws)z). ,
12 wa2 + 12 ws2 + -—^-β-—^ +
(1 - (wa + ws)2)3/2
y is ■■■,
l.-4wa2 1 - (wa - ws)2 1 - (wa + ws)2
__ ( Vl-(wa-w3)2 Vl-(wa+w3)2 ^ ^ _ 16 wa2 Λ___  ^ _____4 Λ____
Vl - 4 wa2 (l-4wa2)3/2 Vl ~ 4 wa2
s’CJ λ,'j . . .. "·^J?<··
(wa - ws)2 Λ " (wa, + ws)2 Λ
Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2)3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2 Vl - (wa + ws) 2
v · V -V ·. ·**■''?
wa - ws wa + ws16 wa β ArcS in [ 2 wa ] 
(1-4 wa2)3/2 (1 - (wa - ws)2): (1 - (wa + ws)2)'
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws ] (wa + ws) β ArcS in [ wa + ws ]
β ArcSin [ 2 wa ] +
(1 - (wa - ws)2)3/2
8 wa β (ArcSin [wa - ws] + ArcSinfwa + ws]) 
(1-4 wa2) 3/2
(1 - (wa + ws)2)3'2 
l V )» _
·< *
24 wa ws----- β β ^ ^ Vl-(wa-M3)2 Vl-(wa+wsf2" ^ ^ +
(wa-ws)2 ' 1- (wa * ws)2 λ/ 1 - 4 -
λ_________ + 1 ~(wa - ws)2 Λ / ; '* (wa + ws)2 λ
Vl - (wa - ws)2 (1- (wa - ws)2) 3/2 (1 - (wa + ws) 2 )3'2 : Vl - (wa + ws) 2
β ArcSin [2 wa j -
(1 - (wa -ws)2)3? (IV (wa + ws)2)3/2 *
(wa-ws) β ArcSin [wa-ws] (wa+ ws) β ArcSin [wa + ws]
\ 2 \ 3/2 V + ,.„;.„,2,3/2
. A‘S· y ' ·: -
--.Ύ5Γ • A1' .
cr·.
24
(1 - (wa ws) ) . (l-.(wa + ws) )
4 (-1 + wa2 + ws2) (4 wa (-1 + wa2) - 4 wa ws2): β
V V (( -1 t wa2) - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4)
2 (8 wa2 + 4 (-1 + wa2 ) - 4 ws2) (-1 + wa2 + ws2) β 
( (-1 + wa2 j2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4 ) 2 
S wa (4 wa (-1 + wa2) - 4 wa ws2) β
l
; 4 β
^ Vl-4 wa2______ Vl-(wa-w3)2 ^ ^ ^
((-1 + wa2)2 -2(1 + wa2).ws2 + ws4)2.’ ■■(-l -+wa2)2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws*
8 wa
(1-4 wa2)322 (1- (wa-ws)2)
(wa-ws). β:
(1 -.(wa-ws)2 )3/Z
Vl - (wa + ws)2 ((wa + ws) (·ρ^ΐίτ +_______________ _______ wa+ws
(l-4wa2)3/2 . ~*~ (1 - (wa+ws) 2)3/2 ) β + 2 (- 1 waz_______Vl- (wa+»re)2 -)β)
(-1 + wa + ws) ■ (1 + wa + ws)4
·.+
• y.'V,..
- >'· > -V.;
6 (wa - ws) (( -■ 2 + ^ ■ 1 >2 ) (wa - ws) β + β (ArcSin [2 wa] + ArcSinfwa - ws]))
(1 - (wa - ws) 2 )5/2
3 (-Λ + (wa-ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws ] ) )
' - . ‘ /it \ 2 \ 5/2 +’ . , ■ ■ (1 - (wa - ws) ) ■; . ■
v ' . 15 (wa-ws)2 (-A+ (wa-ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa-ws]) ) .
(1 - (wa - ws)2) 7/2
2 (wa + ws) ((wa, ws) ^ *.ΐΉ^ϊ _______________________ ______,, ... .
. ' (-l+wa;+ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
+ ^ ) β + β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
Vl-(wa+ws)^ · ' * - · ■ v ■
4 Vl- (wa+ws ).2 (wa + ws)
l vr - 4 wa2,. Vl - (wa + ws)2 j
(3 + ΛΪ; ,"■> •••■'VS Λ\;··^·ν
β (TVrcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) / ( (-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)3) - · χ ; .
Λ. ΑργνροποόλοΌ 
Ε.ΕυαγόροΌ 
Β. MapwWoO Δυιλωματίκή Εργασία
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:·: ; _ ' · V *
4yi-(wa + ws)2 (wa + ws) 2 3 +
w.·- ..· %+·■■■ V
‘ i' . .’ ^ ·:
1 '■■-"i', -7:
Vl - 4 wa2 V1 - (wa + ws)2 j
β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws] ) j j j ( (-1 + wa + ws)3 (1+wa + ws)2)
(wa + ws)2 (-A + (wa + ws) β (Arc0in[2wa] +'.ArcSin [wa + ws])) -
, ■ ; -(-1+wa + ws j2 (1 + wa + ws)2 (1 - (wa + ws)2)3/2 . . 1 'V"' .
+ ' V' ’·. ·% ·. i- ' ~ ‘ -·- ‘ · ■' ■+- · , ' ··,
4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
■
: ‘ i;; ‘ \ (~ 1 + wa + ws j2 (1 + wa + ws)3 V1 - (wa + ws)2
' -A + (wa+ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin.[wa + ws].) t
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2
4 (wa + ws) (-A + (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) ) 
(-1+wa+ws)3 (1+wa +'ws)2 Vl - (wa+ws)2
6 Vl - (wa t ws)2 (At (wa < ws) /3 (ArcSin [2. wa] « ArcS in [wa f ws]))
, - (-1+wa + ws)2 (1 i wa + ws)4 , W·-''
. 8 Vl - (wa + ws)^ (-A + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) ^
' . ■ ,·.■, (-1+ wa + ws)3 (1+wa + ws)3· ’■ ■·;,·. ■. V ..
6 Vl~-~ (wa + ws)2 (-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) ) ^ 
λ in;·· (-1+wa + ws):4 (1. + wa 4; ws),-,ί:·
v?$ - *
■ **· >* 
·*£ -sv
1 1




1-4 wa2 1- (wa - ws)2
~-· ^ j'■■·*·■<>. ^ - ■ · ι ·. \ n \. ?
Vl - (wa-wg) 2 VIT (wa+ws) T / p ' 16 wa2 Λ
1 - (wa f ws)'
4 Λ
λ
Vl - 4 wa2 ·, „ (1 - 4 wa2)3/2 Vl - 4 wa2
(wa - wsj 2 A i . (wa + ws)2 A A
v Vl - (wa - ws)2 (1 - (wa - ws)2) (ί.(wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2
16 wa β ArcSin [2 wa]
- Γ ο / o
(1-4 wa2)’
A "+i wa - ws ;.·£.+ ν(Γ'
( (1 - (wa - ws)z)3/2 (1 - (wa » ws)2)*'* )
β ArcSin(2 wa] + ■■ ■
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] ; (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
/i / \ 2 \ 322 + i .2,3/2 +(l-(wa-ws)) (1 - (wa + ws)2)
8 wa β (ArcSin [wa - ws ] + ArcSin [wa + ws ] ) 
: (1 - 4 wa:’)3/z . ■ · /
•2 -
24 wa ws - β
t ... O f 1 | 1
β· A V1- (wa-ws)2 Vl-(wa+ws)2
1 - (wa - ws)z Γ. Γ- (wa + ws)4
)>
A (wa - ws)2 Λ
V1 - 4 wa2 
(wa + ws)2 A
V Vl - (wa - ws)2 (1 - (wai - ws)?)3/2 · (1. - (wa + ws)2)372 V1 - (wa + ws)2
wa-ws ,-.wa+.ws
(1 - (wa - ws) 2)3/2 (1 - (wa + ws) 2) 3/2
/3 ArcSin [2 wa]
(wa-ws) g ArcSin [ wa .- ws ]. (wa + ws) β ArcSin [wa + ws ]
/I / ’ \2\322 + / \ 2 \322(1 - (wa-ws) ) ; + (1 - (wa + ws) )
4 (-14-wa2 + ws2) (4wa (-1 + wa2) -4waws2) (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β 
((-1 + wa2 )2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4)3;
'Vf+V - ‘ *.· 16waws (~l+ wa2+ws2) β
( (-1 + wa2 ) - 2 .(1 + wa2) ws2 + ws4 ) . r ; *
4 ws (4 wa ( -1 + wa2) - 4 wa ws2) β 4 wa (-4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β
((-1 + wa2)2 - 2. (1 + wa2) ws2 + ws4) (( -1 + wa2 )2 - 2 (1 + wa2) ws2 + ws4)
Λ. Αργνροπυύλυυ
E. Ευαγόραν
B. Map tv Wου ■ :\'?v : i Αοιλωματίκή Εργασία
■ V-A.V ',·■ ;·■
+·, -.rA
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·,·,·>, -V
ν,:**I', γ'/.·?;·’/*'·■’. 2 _ 1 \ ο __ _____ (wa-we)2 β_
Vl-4 wa2 Vl-(wa-ws)2 · V Vl-(wa-ws)2~ (1-(wa-ws)2)3/*(wa-
/i / . 2 v 3/2(1 - (wa - WS) )
?v.-
Λ ίο»
.-■· r *2· ’ / .**- Γ ’
-
Vl - (wa + ws)2 ( —tesagl-A^y + ■■ -fi ■ --.n + ( 2 + 1 ) β)
______________ ?_____________ 1 (1-(wa+ws)2)3/______Vl-(wa+ws)2 * Vl-4wa2 Vl-(wa+ws)2 f J + ·■'
(-l+wa+ws)2 (l+wa + ws)2·
3 (wa-ws) (" νιΓ^Τ.!^ _/3 + ArcSin [wa - ws]))
it.’· '■ >l"‘
'■· ,-'-' Ά· rirr·'; ■ '.;·&■·; *■v.· li-' <
/i / \ 2 v'5/2(1 - (wa - ws) \c *■■·*#*.·■■■
3 (wa-ws) (( i-2 ' + / 1 , ) (wa-ws) /3 + β (ArcSin(2 wa] + ArcSin [wa-ws]))■·. ' ' ' yl-4 waz Vl-(wa-ws)2 > •·\ϊ\.·ί·'
$2{fe. J
t'A·;. .··.i.Ve*·!>.· · * · i i'
. (1 - (wa - ws)2)S/2
3 (-A + (wa - ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws ]) ) 
(1 - (wa - ws)2)5/2
’■<- ·<► :/■■;· .
. V ;->
·νν;
ii Υΐ4*.]·. vf ,·?'·*.>-v τ> *: -» **·. * · v*•' ·· •vy’ .-*■·%· -
·:>’ ·'" ··., -· r’ ;·
vi.SVSKi»'. ·
• ·;·■ .<+
13: (wa ws)2 (· · A + (wa - ws) β (ArcSin[2 wa] '+ ArcSin [wa - ws]) )
■ (1 - (wa - ws)2)7/2. ..·'.. .. .·
(wa +ws) ,/■ t”»*"3) P + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws]))
■ * Vl-(wa+ws)* /.·.■·■■,■ ( . · -· i. ;. i V ·· ■ v'· ^ ■ ·. . -j
(-l+wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 Vl· - (wa + ws)2 - ' .. ■ *
2 Vl - (wa + ws)2 (+/3 (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws]))
■ (-l+wa+ws)2 (1 + wa + ws) j--\ ■ -- i-
2 Vl— (wa + ws)2 (■ iwatwgi P ■ g (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) V .________ _______Λ Vl- (wa+ws) *____ λ ·' V- Λ ■ ■ ' ■>'/
>. (-l + wa + ws)3 (l+wa + ws.)2 ■...
(wa + ws) ( (wa + ws) (
V1-4 wa2 Vl~(wa+W3i2
) 13+ 15 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]))
(-l+wa + ws)2 (l+wa + ws)2 Vl -' (wa + ws)2.
Ϊ.
2 Vl - (wa + ws)2 (wa + ws) ' 1' + β +
\ 1 ’ . 
&·
."<v ·· '·■ V<. ;· ■■ ■
l
β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws])
•-:rSZ'\2yjl - (wa + ws) (wa + ws)
[ Vl-4 wa^'. V1 - (wa + ws)2 J
/((-l + wa+ws)2 (l+wa + ws)3) -
■l -
V1 - i wa2 V1 - (wa + ws)2 J
β +
β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ((-1 + wa + ws)3 (1 + wa + ws)2)
.+■ ■■/’Sit. ·,
(wa + ws)2 (-Λ+ (wa + ws) β (Arc3in[2wa] + ArcSin [wa + ws])) V 
(-l+wa+ws)2 (l+wa + ws)2 (1- (wa + ws)2)3/2 
4 (wa + ws) (-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa+ws]) )
(-l+wa + ws)2 (1 + wa + ws)3 Vl - (wa+ws)2 
. -A+ (wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws]) t 
(-3, + wa + ws)2 (1 + wa + ws)2 V1 - (wa + ws)2 ·
4 (wa + ws) (-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws]) )
(-1 + wa ' ws)3 (l+wa + ws)2 Vl · (wa i ws)2 >.·.,·
c .
’ V'C.·
6 νΐΤ (wa + ws) 2 (-Λ + (wa + Ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws] ) ) 
' , . ' , ' { 1 + wa · ws)2 (l + wa + ws)4
8 VTV (wa + ws)2 (-1+ (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws ]))
(-l+wa + ws)3 (l + wa + ws)3
6 Vl - (wa + ws)2 ( -Λ + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) ) 
(-l+wa + ws)4 (l + wa + ws)2- . , '-'V'
12 wa2 + 12 ws2 + Ββ β β
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-ί,·-,'·+ ·.··,-;· ■·
ν', · - : ■ Ά- Λ· ·.' 
. * at- ' ·’
V. 24
-■ Vl - 4 wa2 · Vl - (wa - ws)2 ' · (1(wa, - ws)2)3/Z
. (wa + ws)2 λ _ λ_________ 16 wa β ArcSin [2 wa]
(1 - (wa + ws)2)3/2 Vl - (wa + ws)2 (1-4 wa2)3/2
jtf!4! ’.!· ' · ■ / ■■*·.:’' · - -L; ..*· '*.·'· \ <’·4·^-.· ·wa-ws r . wa + ws **·) n _ . r _ , " ·
~ “-----------Γ773/2- + 7—------------ —-372- -0 ArcSin[2 wa] + Λ.
(1 - (wa - ws) ^) (1 - (wa + ws) ) )
(wa - ws) β ArcSin [wa - ws] | (wa + ws) β ArcSin [wa + ws]
(1 - (wa - ws) z) 3/2 (1 - (wa + ws)2) 3/2
?.Γί. Vi; Mi ■
VrV'V ί-
. '' ·. '·}; '.
8 wa β (ArcSin[wa - ws] + ArcSin [wa + ws ])
·' i & <fA:'v .. (1-4 wa?)3/2 ;
,· ?,-«■' ·;
Γ'.. ** ··■ ;■,
-Vi
,, το πρόσημό της 
οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων
48 - 4 (-1 + wa^ + wsz) (-4 (l>waz) wst:4ws3) β 2(1 t waz + ws2) (-4 (1 +wa2) + 12 ws2) β
ί (-1 + wa2)2 -2(1 + wa2 j ws2 + ws4)
■t;
((-Γ + wa2)2 > 2 (1 + wa2) ws2 + ws4) ■
a* 4 β ·: ''· ' i
+
8 ws (- 4 (1 + wa2) ws + 4 ws3) β ■ .■; j'v 
((-1 +'wa2)2 - 2 (1 + wa2;) ws2 +ws4)2 (-1 - wa2)2 - 2 (1 +.wa2) ws2 + ws'
·.£■:■ (wa-w 3) ‘Vl-(wa-ws)2 t1-(wa-ws)2)
. . . £ \3/2 (1 - (wa - WS) c)
W viw,)» . 2g J *. ;i‘'
-- ■ ί.
if,. 6 <"»-“») (- vm?.iTSt
(-l+wa + ws)2(l + wa + ws) 2 
β (ArcSin [2 wa] + ArcSin[wa - ws]))
• 7 11 .2,5/2(1 - (wa - ws) )- . ,
3 (- A + (wa-ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa - ws]) ) 
(1 - (wa - ws)2)S/2
1 Λ'.· · T.- ·
^ V! ' ·;· : · : £ , .15 (wa-ws) (-Λ + (wa - ws) /3 (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa-ws]) )
4 o 7/2 ~
(1 - (wa - ws)2) y·
2 (wa + ws) ( + P (ArcSin[2 wa] + ArcSin[wa + ws] ) ) ·
(-1+wa + ws)2 (1+wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 
4 Vl - (wa + ws)2 ( +li (A^cSin[2wa] + ArcSin [wa + ws ]) )
- · . (-1+wa + ws)2 (1+wa + ws)3 . . -i · ■ : ..·
4 V1 - (wa + ws)2 ( - (.--?--Μ3υ=,- + β (ArcSin[2 wa] + ArcSin [wa + ws] ) )
■ V - (-1 + wa + ws)3 (1 + wa + ws)2
(wa + ws)2 (-A+ (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws ]) )
yi ■ n n λ 3/2
! 1(-1+wa + ws) (1+wa + ws) (1- (wa + ws) ) .
i‘ 4 (wa + ws) (-Λ+ (wa+ws) β (ArcSin[2waJ + ArcSin [wa + ws]) ) '.·
r. i'K (-1+wa + ws)·2 (1 + wa + ws) 3 Vl - (wa + ws)2
-Λ+.(wa + ws) β (ArcSin[2wa] + ArcSin [wa + ws] )
(-1+wa + ws)2 (1 t wa t· ws)2 Vl - (wa + ws)2 . . ,
4 (wa + ws) (-Λ+ (wa+ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]))'t 
, ’ ... (-1 + wa i ws)3 (1 + wa + ws)2 Vl - (wa + ws)2 : ■? ■■.·■’ : Vi -
6 V1-, (wa + ws)2 (-Λ+ (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]))
(-1 + wa + ws)2 (1 + wa + ws)4 ’■ ' . -
. 8 Vl - (wa + wsF (- Λ + (wa + ws) β (ArcSin [2 wa] + ArcSin [wa + ws]) ) 
(-l+wa+ws)3(l+wa + ws)3
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; « · - ; ι -· ·'·'< ·,· ν·; ν *■.:·/ - >··> ;·,·*α ·*' ;··»·.*·* άτΛ τ*-
25
6 Vl - (wa + ws) 2 (-A + (wa + ws) /3 (.ArcSin [2 wa] + ArcSin[wa + ws] ) ) 
; ^ (-1 + wa + ws)4 (1 + wa + ws)2
3 (wa - ws) /3 3 (wa + ws) β . ^ l ·· · +24 wa. +




• .χ;·. - 'j




mm (1 - (wa - ws)2) 4 ; ’ (1 - (wa - ws) 2) (1. - (wa + ws)2) (1 - (wa + ws)2)λ 2 \ '3/2 + ·
3 (wa - ws) 2·'’-, 3 (wa + ws) 2
(1 -'{wa - ws)2) 3/2 (1 - (wa - ws)2)5/2 (1 - (wa + ws)2)5/2 (1 - (wa + ws)2)3/2 '
.5 >
/3 ArcSin [2 wa] + β ArcSin [wa - ws ] 3 (wa - ws) 2 /3 ArcSin [wa - ws ]
(1 - (wa - ws)· )
2x3/2 /- . \2\5/2 (1 - (wa - ws) )
3 (wa + ws)2 β ArcSin [wa + ws] β ArcSin [wa + ws] ,ΛΟ 
, %2 \ 3/2 + ... / a2v3/2 * Z(1 r (wa+ws) ) (1 - (wa + ws) )
v V· ' 
&7 V,V 
ία ■





1-4 wa2 l - (wa - ws)2 X - (wa + ws)2
16 wa2 Λ 4 λ λ
: . V1-4
'(wa - ws)2 Λ
(1-4 wa2)372 Vl - 4 wa2 . Vl - (wa - ws)2
wi. · ·- ·. .
(wa + ws) Λ +7 ;A.;.' ■ A: t_______
(1 - 4 wa2)3/2
'-.'· · >■ '
' *££ :ρν ·Λ·»·
(1 - (wa-ws)2)3/2 i.; (1 - (wa + ws) 2)3/2 Vl - (wa + ws)2.
16 wa β ArcSin [ 2 wa]
r~-..v
-Λΐ* Λ;' .- V .
»<·*; .'ν·· υΛΜ:··
wa + ws
I (1 - (wa - ws)2) (1 - (wa + ws.)2)
ro , (wa - ws) β ArcSin [wa - ws] 
β ArcSin [ 2 wa] + —------------- —---------------- ~~JT2--------/ \ 2 \ 3/2(l-(wa-ws) ) >.; +
(wa + ws) β ArcSin [wa + ws] 8 wa β (ArcSin [wa - ws]_+ ArcSin [wa + ws]) 
(1 - (wa + ws)2)3'2 ...
; v T
(1 - 4 wa2)3/2
• |(+ίίΥ.'Λ ? ■ V +·■ A
-vYiY' Y
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> - , β-*** "





v--7'·'** *-> T ;
7-V "
■·' ·' V ·. ..-
'Ji*L t . to;
•f *1
\-'L. ·%;*{ *
.>4% 4·..y* .y 
-V. '■ '■t V '
■ :, ,r : -·■■"·■ C;;-'i'.i. ·..
·> v:? ϊ:ί:/ι<£"ι y-,5S ·; ·-· ®£8ij·
:5$ί-; Ιί* r*’ ;:·>
V*i ■ / .rfe( ;* *
ClearAll[Θ1, Θ2, /3, wl, w2, el, e2, Uc, Uk, A, Ω, z, ca, cb, cl, c2, c3, c4, c5, c6, 
ma, n4>, el, s2, s3,s4, s5, s6f Ω, S, we, wai, es, ea, Vsa, Vp, Vps, Vpa, Vll, V12,
V21, V22, M, StOet, SePathl, Stl, Perl, SePath2, St2, Pcr2, tt, eul, eu23, eu4] 
StylePrint["A. Παράγοντες και μεγέθη του προβλήματος", "Title"]
StylePrint["Φορτίο : Ρ", "Section"]
StylePrint["Μήκος αβαρών ράβδον : /" , "Section"]S r
StylePrint["Δυσκαμψία ατροφικόν ελατηρίον : c","Section"]
StylePrint["Auoxap+ia εκτατικόν ελατηρίον ελικοειδούς τύπου : k" , ^Section"] 
StylePrint["Βαθμοί ελευθερίας - γενικευμένες συντεταγμένες : W1 , W2", "Section"] 
StylePrint["Αρχιχές ατέλειες : Ε1 , Ε2" , "Section"]
StylePrint["A δ ι α σ τ a' t ο π ο ί η σ η" , "Subtitle" ] ί
ΡC ν VT W1 , W2 ί El Ε2 ... ί
StylePrint Γ"λ=—— , β=— , 3= — , wl= — , w2= — , el= — , e2= —",
1 k/3 k/4 k/4 f , * . f *
"DisplayFormula"]^, '
StylePrint["B. Μη γραμμική προσεγγιστική ανάλυση ευστάθειας", "Title"] 
StylePrint["B.1. Υπολογισμός συνολικού δυναμικού του συστήματος", "Subtitle"] 
StylePrint[ .Jf£k ■‘vi
"Β.1.1. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης λόγω των εκτατικόν ελατηρίων : Ok",
"Subsubtitle"] ί · .. I-
StylePrint["Uk = -ί ((wl-el)4+2 ( ..7... *}.?..? (W^.. ~ e2) ) «+ (w2-e2)4) " ,
" Di splayForraul a" ]
StylePrint["B.1.2. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης 
λόγο των ατροφικόν ελατηρίων : Uc", "Subsubtitle"]
' · · ι · ··’. .. ·. ;
StylePrint ["Uc = —/3(©f +θ|)", ."DisplayFormula”]
Print["onou"]
StylePrint[ ·





”©i = (arcsin(wl)-arcsin(el))-(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el))", "DisplayFormula"] 
StylePrint["Θ2 = (arcsin(w2)-arcsin(e2))+(arcsin(w2-wl)-arcsin(e2-el))*, 
"DisplayFormula" ] c '
StylePrint["B.1.3. Αδιάσταστατο έργο εξωτερικών δυνάμεων ,: Ω" , "Subsubtitle"]
StylePrint["D = -A{“sj 1 - el2 +λ/ 1 - (e2 - el)2 +λ/ 1 - e22 -
f$r y 1 - wl2 -λ/ 1 - (w2 - wl)2 ~“\j 1 - w2z ) " , "DisplayFormula"]
StylePrint [”B. 1.4. Ευνολικό Δυναμικό : S = Uc + Ok + Ω" , "Subsubtitle"] 
ca = Normal [Series [ArcSin[z], (z, 0, 4}]]; 
cb = Normal [Series [ArcSin[z], {z, 0, 2}]]; 
cl = ca /. z -♦ wl; · .
c2 = cb /. z -♦ el; 
c3 = ca / . z -» (w2 - wl) ; 
c4 = cb / . z -» (e2 - el) ; 
c5 = ca /. z -+ w2; 
c6 = cb /. z -» e2 ;
Θ1 = cl - c2 - c3 + c4 ;




Uc = — /3 (Θ12 + Θ22) ; ; '2
ejr*
ma = Normal [Series[Vl - x2 , {x, 0, 4}]];
mb = Normal [Series[Vl -x2 , {x, 0, 2}]];
si = mb /. x -» el;
s2 = mb /. x -> (e2-el);
s3 = nib /. x -»e2; ! -
• C;
'& -v i? •.'-£•4^-·:
- 7.·.·•j... "v.;
.9 ;
." ■·Τί¥'/.’.'.-t · ·
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·„Τ '-‘i ■ Γ' v ’ - μ. . . · .
' ·; · l .
• . V*V ·'..·.··:* *4 '=’■'· :.r i - ·■ ά ·· , ·- ; ·.:«
, 2
«4 = ma /. x -» wl; , .
s5 = ma /. x -» (w2 - wl) ;
s6 = ma /. x -» w2 ; · * ‘
, Q = -λ (si + s2 + s3 - s4 - s5 - s6) ;
(wl - el) + (w2 - e2)
£ W'V.
*-'ϊ (θΛ-·1>ν2·(-
\* , \ · 
J + (w2-e2)4j;
~f: v ;K
" Λ-,-f .S = FullSimplify[Uc + Uk + Q]
StylePrint["B.1.5. Μετασχηματισμός συντεταγμένων
σε συμμετρική και αντ ισυμμετρ ική παραμόρφωση1’, " Subsubtitle" ] 
f . wl + w2 wl - w2
StylePrint["ws = --------------- , wa = ---------------- οπότε wl = ws + wa και w2 = ws - wa",
"DisplayFormula" ]
r : el + e2 el':.':- e2 ; ".il'
StylePrint["es = ----------------- , ea = ----------------- οπότε el = es + ea και e2 = es - ea",2
,-K',"DisplayFormula" ]
StylePrint["B.1.6. Ευνολικό Δυναμικό Ατελούς Ευστήματος μετά τον μετασχηματισμό".. ■'
\ (.ι. 1\ .
"Subsubtitle"]
Vsa = FullSimplify[S /. {wl -*ws + wa, w2 -> ws - wa, el -» es + ea, e2 -» es - ea}l
·'·*· ·β- L "T jL , , ■ f"- y ■ # }’ · ‘ ·
StylePrint[nB.2. Εξισώσεις ισορροπίας - οριζουσες ευσταθειας", ”Subtitle”]
StylePrint["B.2.1. Εξισώσεις ισορροπίας", "Subsubtitle"]
’/"r:' dVsa ό Vsa ' % ' .
StylePrint "1η εξίσωση : ----------=0 , 2η εξίσωση : ----------=0 ", "DisplayFormula"
L dws dwa J
■i ft
Vps = FullSimplify[e.s Vsa]
V)?a = FullSinplify[eWa Vsa]
StylePrint["B.2.2. Ορίζουσες Ευστάθειας", "Subsubtitle"] 
Vll = FullSimplify[0«, Vps]
. V12 = 0„νρβ;
J . V21 = 0„ Vp&;
V22 = 0n Vfca; '
/vii V12,
M“ l V21 V22 / '






; r,"?;;· ,-A Z.i
«V?·
► Vv ..ι·’;· "y λ* * _ ' 
··■ *+·.
"B.2.3. Περίπτωση 1η : Ευμμετρική αρχική ατέλεια: es^O , ea=0", "Subsubtitle”] 
eul = FullSinplifyfVps /. (ea-» 0, wa-» 0}] 
eu2 = FullSimplifyfVpa /. (ea -» 0, wa -» 0} ]
ri-y'SePathl = FullSimplify [Solve[eul = 0, A]]
Limit[SePathl /. es -* 0, ws -» 0]
StylePrint["B.2.4. Περίπτωση 2η : Αντισυμμετρική αρχική ατέλεια: es=0 , ea^O",
ν'. *■■■■] ' 'ΐ............ ·. W'-l'-S’i'· V-V .ν-;. t'· >. ·ν :'ν; ν·.i -V; ··; π :
" Subsubtitle" ]
eu3 = FullSimplify[Vps /. {es-»0, ws^+ 0}] . 
eu4 = FullSisf>lify[Vpa /. {ee-*0, we-*0)]
SePath2 = FullSinplify[Solve[eu4 = 0, A]]
Limit[SePath2 /. ea-» 0, wa-» 0] 2
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ν ·;: · / ·. .
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■*' '~j ■ .'V'.. Ί
-··>'' «κ . m'A '*Ά
Φορτίο: Ρ
Μήκος αβαρών ράβδων: f 
■ Δυσκαμψία ατροφικών ελατηρίων : c
ί . .
*■'·: '{Ϋ y “Λ·:··' r.T-'. i, · 'V-·' 
■Sr.;
Βαθμοί ελευθερίας - γενικευμένες συντεταγμένες : W1 , W2
/ I .V.
i?-x;
■ Αρχικές ατέλειες: Ε1 , Ε2
Α δ ι α σ τ α τ οττ ο ί η σ η
V- Μ
rrr,
-ί;:·. λ--^ΐ ' β-'-^τ■ k/3 k/4 ■




, W1 „ W2
TF ' “‘"Τ '
•-W i'. ..
-> El . E2
el=T- ' e2=—
• ii'ti'·' .,=·* . ‘X ■.V.. ·. c**Li
:V:V>'
‘.'•'•A. .\ft :j* *:J vw ? v»-,,' - · ^
$J#i3
ϋτ .·
'-.· ... v :
: ’·' '.s V3 ^/'· *·- c.- vf# *·'-
: ’ ?:'< ■
-x;’ ·\χχ
B.l. Υπολογισμός συνολικού δυναμικού του συστήματος
an
Uk
Uk = — ((wl-el)4+2 ( (wl· el) ■ -_g^l. )4+(w2_e2)4)
S. 12. Αδιάστατη Ενέργεια Παραμόρφωσης λόγω των ατροφικών ελατηρίων 
: Uc
■ . · r
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θ2 .= (arcsin (w2) -arcsin(e2)) + (arcsin(w2-wl) -arcsin (e2-el))
: Ω ^ ; V··.
f i i
Ω = -X(yjl - el2 +V1 - (e2 - el)2-
VI - e22-VI - wl2-VT (w2 - wl)2 -V1 - w22 )
a 14. Συνολικό Δυναμικό: = = Uc + Uk + Ω
«ρ» ; -·, ·ίν
r-'-fc
| (el - wl)4 + (e2 - w2)4 *
— (el + e2 - wl - w2)4 + 
o
f-2 ei * e'2
_ wl ; 1 „ . 3 ^
+ 2 wl + —- - + — (wl - w^ - wz 6 6 -
- f V (el-
A2 , ‘ I," / 'if*;"'’21.+ !·: ·
••-.v ·-*. '·ί i ifvi-
Wz
2 e2 - wl + 2 w2 + (-wl + w2.)3 | | β 4
— (4 (el2 - el e2 + e22) - (wl2 - wl w2 + w22) (4 + wl2 - wl w2 + w22)) A
παραμόρφωση ·'■*■’ - i r i -ViV· -; . . J \
» wl + w2 wl — w22··ws = -----—-------- , wa = ------- --------- οπότε wl ~ ws + wa και w2 = ws - wa
*>i‘
έ....vj . ... t ^ _
el + e2 el - e2 . ..es = ------- --------  , ea = ------- —-----  οπότε el = es + ea και e2 = es - ea
■\"A :r
a i.6.




12 (ea - ws)4 + (ea + es - wa - ws)4 +
(ea - es - wa + ws)’ + (18 ea2 + 2 es2 - 6eawa (6 + 3 wa2 + ws2) -
2
3
_4r 1 ' 2
es ws (6 + 3 wa2 + ws2 ) + (6 + 3 wa2 + ws2 ) (9 wa2 + ws2
lo - **·.. t
1 (12 ea2 + 4 es2 - (3 wa2 + ws2) (4+3 wa2 + ws2)) aJ




ν . '; "ν'- · ·; '.·* · . 'ϊ*·*ΐ
))β4
- - ■;ν'ί · ·
..? ·· ·£; β. ·;·. ?:'•.-I«·ι#·· 'ν:ΐ ; ; , -%. 1·» · ·; ,.
R2.1 Εξισώσεις ισορροπίας
·, r ί SVsa . „ c, dVsa „1η εξίσωση : Λ ^ =0 , 2η εξίσωση : ------ =0
:Κ;'··,·. ‘· ίτ3.1 * 
-*2
dws 7: ’ ' dwa
(-8 (es - ws)3 - 4 (ea + es -wa - ws)3 + 4 (ea - es - wa + ws)3 - : . <4 :■v v,v: ’ ■'·.' ■ ■+'. ■■')! s-'· )'·. :· ';'i ■: ■ ·: +:· . J. . ; ·. . - , ,· .· . - _ .;··.* ;>■
— (6 es (2 + wa2 + ws2) - ws (>-36eawa+ (6 + 3 wa2 + ws2) (2 + 7 wa2 + ws2))) 0 - ; -
2 ws (2 + 3 wa2 + ws2) λ j
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(- 4 (ea + es - wa + ws) 3 - 4 (ea - es - wa + ws)3 +
' ■- ',1 .. ;; -■ . . ,i ■·■
j-6 ea (6 + 9 wa2 + ws2) + wa ^36+ 27 wa* - 4 esws + I6ws2 + +
6 wa (2 + 3 wa2 + ws2) λ) '■
5 ‘ 2 wa2 (36 + 7 ws2) j j 0>
β.2.2. Ορίζουσες Ευστάθειας
12 ea2 + 7 ^ - 2 es ws 0 + 4 ws2 0 + β - 6 eawa (4 + 0) +
wa2 (12 + 8 0 + 5 ws2 /3 - 3 A) + 2 (12 (es - ws)2 + 0 - A) - 3 ws2 A
- Λ
144 ea4 + 288 es4 + 144 wa4 - 144 wa2 ws2 +.288 ws4 + 240 wa2 0 + 1392 wa4 β + 852 wa6 0 + 
456 ws2 0 + 2064 wa2 ws2 0 +1302 wa4 ws2 0 +240 ws4 0 + 424 wa2 ws* 0 + 30 ws6 0 +
36 02 + 360 wa2 02 + 1062 wa* β2 + 918 wa6 βΖ + + 88 ws2 02 + 072 wa2 ws2 02 +
558 wa4 ws2 02 + 215 wa6 ws2 02 +
4
+ 114 wa2 ws4 β2 + wa4 ws4 β2 + 10 ws6 β2 + 
6
i -'jS
wa2 ws6 02 + -25.y^· β----- 72 es3 ws (16 + 0) - 144 ea3 wa (4 + 5 0) - 96 wa2 A -
'[■ . ··- 9 , ;v . , JO _ v <Λ. .. . : . . ·
360 wa4 A - 168 ws2 A - 4 68 wa2 ws2 A - 108 ws4 A - 48 0 A - 372 wa2 0 A - 696 wa4 0 A -
297 wa6 0 A - 100 ws2 0 A - 360 wa2 ws2 0 A - 24 3 wa4 ws2 0 A - ws4 0 A — 63 wa2 ws4 0 A -
.; i· :I ■· ' · : , ■ ' Ύ ' ' -r ; ■ < 3 . - .
5 ws6 0A+12A2+72 wa2 A2 + 81 wa4 A2 + 24 ws2 A2 +.54 wa2 ws2 A2 + 9 ws4 A2 - 2 ea wa
(5 ws4 ‘(-12 + 0) 0 + 12 es2 (-12 + 53 0) + 30 (360 + 4 wa2 (14 6+ 45 0) + wa4 (284 + 99 0)) +
8 es ws ((-105 + 42wa2 + 10 ws2 - 60) 0 - 18 (-2 + A) ) +
6 ws2 (0 (50 + 60 + wa2 (-4 + 190) - 9 A) + 12 (-2 + A) ) + 48 (6 wa2 + 50 - 2 A) - 
18 (40 + wa2 (20 + 90)) A) + 2 es2 (831 wa4 0 + 15 ws4 0 + 2 ws2 (4 32 + 96 0 + 02 - 27 A) +
12 (19.0 - 7 A)-2 wa2 (36 - 3 (216+ 47 ws2) 0 + 0* + 171 A)) - . . ·
4 ea2 (36 es2 - 60 0 - 213 wa4 0 - 12 es ws (6 + 5 0) - 3 wa2 (72 + 0 (236+ 26 ws2 + 27 0) - 30 A) +
. 24 A + ws2 (0 (36 - 5 ws2 + 9 0) +18 (2 + A)) ) .- ■
y esws (5 ws4 0 (18 + 0) + 12 0 (114 + 5 0) + 3 wa4 0 (1326 + 43 0) - ·ί
24 (2l + 0) A + 18 ws2 (2(48 + 0 (23 + 0))- (18 + 0) A) + ' : ' .
2 wa2 (0 (ws2 (726 + 29 0) + 9 (380 + 14 0 - 3 A)) - 54 (4 + 15 A)))'
B.2.3. Περίπτωση 1η : Συμμετρική αρχική ατέλεια: es^O, ea=0




48 ^T0 + (-6 es + 6 ws + ws3) 0
6 ws v·:. . }}■ '
β.2.4. Περίπτωση 2η : Αντισυμμετρική αρχική ατέλεια: es=0, ea^O
0 - .
1 (-8 (ea - wa)3 + 9 (2 + 3 wa2) (- 2 ea + 2 wa + wa3) β - 6 wa (2 + 3 war) A)
··. ·.; ,·_ ·
{{λ
Β·12^Ζί)1 + 9 (-2 ea + 2 wa + wa3) 0 
6 wa ■ }}
Λ. Αργοροπούλον 
E. Ευαγόρου 
B. Μαρη/ίδοο Αζπλωματική Εργασία
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imperfl.nb
ίί . - ■
a : - *··.■
ClearAll[A1, A2, Acl, we, wa, es, ea, /3, pi, pci, p2, pc2, Ac2, SI, S2]
β = O.i; 
ea =-0.5; 
es = -0.01;
StylePrintflog δρόμος ατελούς (συμμετρική αρχική ατέλεια)", "Subsubsection"]
Η ·. : ■■ ■' ■?; ; Jvif ΐ; /
f_ Acl [ws_] : = /3+— ws2 I
48
2 + ws2 + 0
StylePrint[
"Al=-
48 (;7;,Γ)3 * (-6 es + 6 ws + ws3) β
6 ws
, wa=0", "DisplayFormula" ]
Al [ws_] : =




·'····-■ ··■ ·.*■ ϊ f
'·■■ '?·■> £ ί 7'.-Λ-' -:y.pi = Plot[Al[ws], {ws, - .5, .5}] 
pci = Plot[Acl[ws] , {ws, -.5, .5}]
Show[pi, pci]
StylePrint["2ος δρόμος ατελούς (αντισυμμετρική αρχική ατέλεια)", "Subsubsection"]
fi >.*-< ·7·
• \ :
: - · . ( 4 ,"?■?« 3/3 V
; Ac2[wa ] :=3/3 + wa2 ——------- + —
— V 6 + 9 wa2 2 )
- ·
;■> . *£·,.·>»> r --r
7 / "7 8 Ί>3 + 9 (-2ea + 2wa + wa3) β 777· 77777
StylePrint["ws=0 , A2=--------—— —------------ --------------------------- '■ ' .—", "DisplayFormula"] ’
A2[wa_] :=
* 9 (~2ea + 2 wa + wa3) β2*3 wa2 x 7 ^




p2=Plot[A2[wa], {wa, - .5, .5}] 
pc2 = Plot[Ac2[wa] , {wa, -.5, .5}]
Show[p2, pc2]
; StylePrintf
"Μελέτη μεγίστων και ελάχιστων των ανωτέρω δρόμων ισορροπίας", "Subsubsection"]; 
SI = FullSimplify[e,,a A2[wa] ] ;
Solve [SI = 0, wa]
.-\f- ;.,V
— t. · V K
v,
1ος δρόμος ατελούς (συμμετρική αρχική ατέλεια)
„ ·4···(ΓΛ;·Γ)3 + (- 6 es + 6ws + ws3) β
Α1 6 ws
wa=0
V ί>. ν 7' ' ■ »· ,».·'·.* - ;; · ■'
. - V 0.8
0.6
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β = 0.1; 
ea = 0.345; 
wa = -0.147344
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imperfll.nb 1
j/y, Λ
ClearAll[Al, A2, Acl, ws, wa, es, ea, β, pi, pci, p2, pc2, Ac2, SI, S2] 
β = 0.1; 
ea = 0.025; 
es = 0.025;
StylePrlnt["log δρόμος ατελούς (συμμετρική αρχική ατέλεια)", "Subsubsection"]
λοί[ws_] :=0+IWs2 [j^+β] 
StylePrint[..' ·
"Al=-
48 (-es . »s)3 + (_ges + gws + wg3) β
2 . ws*
j > 6 ws
, wa=0", "DisplayFormula"]
48 (-es+ws)
A1 [ws_] : = 2”»"" + ®S + 6 WS + W®3> & 
6 ws
.· ’"Η"';!
pi =Plot[Al[ws], {ws, - .5, .5}] , . ,·· . _
pel' = Plot [Acl [ws] , {ws, - .5, .5}] .·'· .·'
Show[pi, pci]
31γ1βΡτί^["2ος δρόμος ατελούς (αντισυμμετρική αρχική ατέλεια)", "Subsubsection"]
3β- 4   \
Ac2 [wa ] : = 3 β + wa2 ----------------+ --------
“V 6 + 9wa2 2 ) , .
StylePrint[”ws=0 , A2=-




Βί~ΤΊ>3 + 9 (-2 ea + 2 wa + wa3) β2.3 wa2_____________'_________________________________ '
6 wa
p2 = Plot[A2[wa], {wa, -.5, .5}] 
pc2 = Plot[Ac2[wa] , {wa, - .5, .5}] '
Show[p2, pc2]
·' StylePrint[
"Μελέτη μεγίστων και ελάχιστων των ανωτέρω δρόμων ισορροπίας","Subsubsection"];
51 = FullSiraplify[ewa A2[wa] ];
NSolve[SI = 0, wa]
52 = FullSimplify[0ws A1 [ws] ]; ·!.■
NSolve[S2 = 0, ws]
1ος δρόμος ατελούς (συμμετρική αρχική ατέλεια)
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, *· ' · X
v ;-r>v. 1
.^Ψ·
-Graphics.- ' ' -f} ;\;·\,/· *- JC;.··^ ·’ ‘-'V'"'·"·:.'* ν*
»*.; >*;j':.· .'·■: ’.-'ν' VVc*" p?··: :·' ’·· ίί- o’.’7;
Μελέτη μεγίστων και ελάχιστων των ανωτέρω δρόμων ισορροπίας
{{wa -> 0.661731 + 1.07954 ί}, {waVo. 661731 - 1.07954 i}> ·
{wa ->-0.671403 + 1.02814 i}, {wa-> -0.671403- 1.02814 i},
{wa -> 0.0900277 + 0.143292 i}, {wa -> 0.0900277 - 0.143292i}, {wa -> -0.160712}}
{{ws-> 3.80285V4.20985 i}/ {ws->-3.80285 -i.20985'i},
, ij {ws->-3.82137+ 3.9: 694 i), {wa > -3: 82137 - 3.91694 i}, ‘ >’/
{ws > 0.047506 + 0.0569738 i}, {ws -> 0.047506 - 0.05697381}, {ws->-0.0579807}} '· '·
*1% '
r ■>·_'■-si
V- v* .+ ά ■
‘ v
,4‘
·/ ι^5έ ■ ·: -V ?.:
;ϋ' Λ*/'·
Λ. ΑργοροπούλοΌ ; '·
Ευαγορσο ' -
Β. Maptvtdoo Δνιλωρατική Εργασία
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imp quest.nb '•V ,
- ·'! r*- 5 ·.'/ ■£* · t /·
-.i v "*>■
04. .-OvOi
. : ,· <. -·ν·,
Λ' i.





7 wa4 β 5 we4 /3
Vll = 12 ea2 +-----------------2 es ws 0 + 4 ws β +------------------
2 6
6 ea wa (4 + β) + wa2 (12 + 8 0 + 5 ws2 β - 3 A) +2 (12 (es - ws)2 + β - X) - 3 ws2 A;
Has = 144 ea4 + 288 as4 + 144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 + 240 wa2 β + 1392 wa4 β + 852 wa6 β +
456 ws2 β + 2064 wa2 ws2 β + 1302 wa4 ws2 0 + 240 ws4 β + 424 wa2 ws4 β + 30 ws6 0 +
945 wa® /32'
36 02 + 360 wa2 β2 + 1062 wa4 02 + 918 wa6 0? + — — + 88 ws2 02 + 372 wa2 ws2 0* + ';
*T 14 6 ws4 β2 425
558 wa4 ws2 β2 + 215 wa6 ws2 /32 + --------------------+ 114 wa2 ws4 β2 + --------- wa4 ws4 β2 + 10 ws6 β2 + ;t
' ■·' 3 ■ ■■ 6 '
25 ws8 0295
wa2 ws6 β2 +
9 36
- 72 es3 ws (16 + β) - 144 ea3 wa (4 + 5/3) - 96 wa2 λ r·




360 wa4 λ - 168 ws2 A - 468 wa2 ws2 A - 108 ws4 A - 48 β A - 372 wa2 0 A - 696 wa4 β A -
V ,0'V’v' ·ΟΟ ■»:; >; 0? ‘ , ' 128 ' V*' ΟΌ c% .:0*4-;0
297 wa6 0 A - 100 ws2 0 A - 360 wa2 ws2 0 A - 243 wa4 ws2 0 A----------- ws4 0 A - 63 wa2 ws4 0 A -
. . .. '·\Κ'.·· ·~'Ζ ' - 3 v""’
5 ws6 0A + 12 A2 + 72 wa2 A2 + 81 wa4 A2 + 24 ws2 A2 + 54 wa2 ws2 A2 + 9 ws4 A2 - 2 ea wa $
(5 ws4 (-12 + 0) 0 + 12 es2 (-12+530) +30 (360 + 4 wa2 (146 + 45 0) + wa4 (284 +99 0)) + 
8 es ws ( (-105 + 42 wa2 + 10 ws2 - 00) 0-18 (-2 + A)) +: ;
6ws2 (0 (50 + 60 + wa2 (-4 +190) - 9A) + 12 (-2 + A)) + 48 (6wa2 +50 -2A) -
18 (4 0 + wa2 (20 + 90)) A) +2es2 (831 wa4 0 + 15 ws4 0 + 2 ws2 (432 + 960 + 02 - 27 A) +
■ 12 (19 0 - 7 A) - 2 wa2 (36 - 3 (216 + 47 ws2) 0 + 0* +;171 A)) -
4 ea2 (36 es2 - 60 0
v : j
. V
- 213 wa4 0 - 12 es ws (6 + 50) -3wa2 (72 + 0 (236 + 26 ws2 + 27 0) -30A) + 
i-5ws2 + 9 0) +18 (2 +A))) -
2
24A + ws2 (0 (36 
es ws (5 ws4 0 (18+0) + 12 0 (114 + 5 0) + 3 wa4 0 (1326 + 43 0) -
24 (21 + 0) A + 18 ws2 (2 (48 + 0 (23 + 0) ) - (18 + 0) A) +
2 wa2 (0 (ws2 (726 + 29 0) + 9 (380 + 14 0 - 3 A) ) - 54 (4 +· 15 A) ) ) ;
^- + 9 (-2 ea + 2 wa + wa3) 08J-,
Vila = FullSinplify[vil / . A- 
Hesa = FullSinqplifyfHes / . A -
2+3 wa*
6 wa








r3=Plot[Hesa,(ws,-0.5,0.5}]*) , · ·
NSolve [Vila = 0, wa]
Solve[Hesa = 0, wa]
{{wa ->-10.4508}, {’wa4 9.78686), {wa -> 0.405621 + 0.0957 i},
(wa -> 0.405621 - 0.0957 i), (wa-»-0.147344}}
{{wa 4-10.4508), {wa-+ -0.67174 - 0.611195 i), {wa ^ -0.67174 + 0.611195 i),
(wa+ -0.496595), {wa-+-0.147344}, {wa -+ 4.82534 x 10’17 - 0.816497 i),: ~ . . <
_ {wa-> 4.82534 xl0'17 + 0.816497 i), {wa ^ 0.329505 - 0.320948 i),
{Wa -» 0.329505 + 0.320948 i), {wa -» 0.405621 -.0.0957 i) , {wa-» 0.405621 + 0.0957 i), 
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Λ. Αργνρ σπούλου 
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fixity imperfect criticalpoints.nb
■mfi
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
·:-·Γ ' Λ ·
*· .. v. ν·. · . * -’· - ·
.*.. j.;V + ·;-?:.
ClearAll[Vll, wa, ws, es, ea. A, β, Hessian, eql, eq2, Vll] 
es = 0.025; 
ea = 0.025; 
β = 0.10;
eql = 44?
·■’ ···.... - - -;,ι;»Γ.β4!'·'-'#;;Λ ·:ΐ·, V*·'·■ : .. ·;. . ■ ·- '·? ··.· ·. ·.·♦*·-,. ·.· ·.·>■■ ·/?*.· i.v ■·
— [-8 (es - ws) 3 - 4 (ea + es - wa - ws)3 + 4 (ea - es - wa + ws)3------ (6 es (2 + wa2 + ws2)
2 V Y^V,!i'.f' kV-γα V'V ’·«·'·.3 .‘W.v. -Λ^
ws (-36 ea wa + (6 + 3 wa2 + ws2) (2 + 7 wa2 + ws2) ) ) β - 2 ws (2 + 3 wa2 + ws2) A» s
;ί 1
eq2 = — I -4 (ea + es - wa - ws) 3 - 4 (ea - es - wa + ws) 3 + : *
|-6 ea (6 + 9 wa2 + ws2)
t* '·" ' ·. 4| 5 W8^
36 + 27 wa4 - 4 es ws + 16 ws2 + ----------  + 2 wa2 (36 + 7 ws:
6 wa (2
Vll = 12 ea2 +
+ 3wa2 + ws2) a|; , ^
7 wa4 β _ . . 5ws‘/3
- 2 es ws β + 4 ws2 β + - 6 eawa (4 + /3) +
2 6 . 
wa2 (12 + 8/3 + 5 ws2 β - 3A) +2 (12 (es - ws)2 + β - A) -3ws2A;
Hessian = 144 ea4 + 288 es4 + 144 wa4 - 144 wa2 ws2 + 288 ws4 + 240 wa2 β + 1392 wa4 β +
852 wa6 β + 456 ws2 β + 2064 wa2 ws2 β + 1302 wa4 ws2 β + 240 ws4 β + 424 wa2 ws4 β + 30 ws6 β +
945 wa® β2 ’
36 β2 + 360 wa2 β2 + 1062 wa4 β2 + 918 wa6 βt2 + --------------------+ 88 ws2 /32 + 372 wa2 ws2 β2 +
558 wa4 ws2 β2 + 215 wa6 ws2 β2 +
14 6 ws4 Λ2 425





- 72 es3 ws (16 + β) - 144 ea3 wa (4 + 5 β) - 96 wa2 A -
'■<U 43 ■
9 ;*;1·;· i :* 36
360 wa4 Λ - 168 ws2 Λ - 468 wa2 ws2 λ - 108 ws4 Λ - 48 β λ - 372 wa2 β X - 696 wa4 β λ -
. - · ·.·-■.■*· ■ ·. » · - · · : - - · .
■ V > '·.·’■ ··- ? '·'· ■■* y, ·:.· · 128
297 wa6 βλ- 100 ws2 βλ- 360 wa2 ws2 βλ- 243wa4 ws2 βλ-----------ws4 βλ- 63 wa2 ws4 βλ-
■■■■; . V . ':J; · t·/: ' 3 νίϊ'' , /.:{:£
5 ws6 β A + 12 A2 + 72 wa2 A2 + 81 wa4 A2 + 24 ws2 A2 +54 wa2 ws2 A2 + 9 ws4 A2 - 2 ea wa 
(5 ws4 (-12 + β) β + 12 es2 (-12 + 53 β) + 3 β (36 β + 4 wa2 (146 + 45 β) + wa4 (284 + 99 β) ) +
8 es ws ((-105 + 42 wa2 + 10 ws2 - 6 β) β - 18 (-2 + A) ) +
6ws2 (β (50 + 6β + wa2 (-4 +19β) - 9λ) + 12 (-2 + A)) +48 (6wa2 +5β-2λ) - v 
18 (4 β + wa2 (20 + 9 β) ) λ) + 2 es2 (83Ϊ wa4 β + 15 ws4 β + 2 ws2 (432 + 96 β + β2 - 27 λ) +4 |$· 
12 (19 β - 7 λ) - 2 wa2 (36-3 (216 + 47ws2) β + β2 +171Α)) - 
4 ea2 (36 es2 - 60 β - 213 wa4 β - 12esws (6 + 5 β) - 3 wa2 (72 + β (236 + 26ws2 + 27 β) - 30 λ) + 
24 λ + ws2 (β (36 - 5 ws2 + 9 β) + 18 (2 + λ) ) ) -
— es ws (5 ws4 β (18 + β) + 12 β (114 + 5/3) +3 wa4 β (1326 + 43/3) -
3 ' * . · i‘:i
24 (21 + β) λ + 18 ws2 (2 (48 + β (23 + β) ) - (18 + β) λ) +
2 wa2 (β (ws2 (726 + 29 β) + 9 (380 + 14 β - 3 Α) ) - 54 (4 + 15 λ) ) ) ;
- Λ .
FindRoot[(eql = 0, eq2 = 0, Hessian = 0} , (ws, -0.10}, (wa, 0.11}, (A, .267}]
{ws ->-0.102152, wa + 0.117424, A-> 0.267512} ' 4;. >
Λ. Αργοροποόλοο 
Ε. Εοαγόροσ
B. MaptvWoo Δεπλχοματική Εργασία
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Ευστάθεια ατελούς προσεγγισπκά συμβολικά.ηύ 1
|l8 ea2 + 2 θβ2 - 6 ea wa (6 + 3 wa2 + ws2) - — esws (6 + 3 wa2 + ws2) + (6 + 3 wa2 + ws2)2
ClearA11 [Vp, Vll, V12, V21, V22, KM, wa, ws, Λ, /3, dd, VI, V2, W2, Vlll, 
V112, V122, V222, V3, Villi, V1122, V1222, V2222, V4, ws, wa, as, aa] 
stYiePrint["Euppo2uic0<; υπολογισμός συντελεστών
ευστάθειας, οριζουσόν, και μεταβολών 3ης και 4ης τάξης4- ;
προσεγγιστική ανάλυση - ατελές σύστημα", "Subtitle"]
,-V · - Vl U. «?'. + ■’ ■ ■ 1 iX" '« ■·1 f , ^




(9 wa2 + ws2 ) j 0 + — (12 aa2 + 4 as2 - (3 wa2 + ws2) (4 + 3 wa2 + ws2) ) λ| ;
VI = FullSimplify[das Vp];
V2 = FullSinqplify[daa Vp] ;
VII = Full Simplify [d„s VI]
V12 = d.a VI;
V21 = d„s V2; 0
V22 = daa V2;
StylePrint["Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21", "Section"]
VV2 = FullSimpl ify[Vll V22 - V12V21] , ·' .*
VIII = dwa Vll; 
vn2 = d„ Vll;
'V V122 = d.aV12;
V121 = d„ V12;
Lv"' - •'if*'- - 5.,*'
· vs; * » .· ···"» .' ?··
.r.'-.·. ^1· 'κ
·; v.;-.
V222 = dwa V22;'■'f:·' . . ■··? ■ :
V12 ;
dd =_V22 ; ^ ;;·ν V
StylaPrint["Τρίτη μεταβολή 6V3" , "Section"]
Villi = dwa Vlll; ■ .· ■
J v V1112 = d„ Vlll;
V1122 = daa V112;
VI222 = d«a VI22; - C
V2222 = d„ V222;
V3 = FullSinplify[Vlll + 3 V112 dd + 3 V122 dd2 + V222dd3] 
StylePrint["Tέταpτη μεταβολή 6V4", "Section"]
V4 = FullSinplify [Vlll 1 + 4 V1112 dd + 6 V1122 dd2 + 4 V1222 dd3 + V2222 dd4] 
StylePrint["Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dllll, το πρόσημο 
της οποίας καθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων", "Section"]
" ···,*.■"'·.Τ *- * Ί ' · 3 VI212 ; V Γ: ■: V-W”





.'ft. ;wtfi "iy 
, ·,. : $ '
··? .-w*
οριζουσών, και μεταβολών 3ης και 4ης τάξης - 
ττροσεγγιστική ανάλυση - ατελές σύστημα
12 eaz +2 Ί wa40 2 es ws β + 4 ws2 0 +
5 ws4 β
6 ea wa (4 + 0) +2 ■— "·γ ''; .v™ ■ 6
: ' wa2· (12 + 8 β + 5 ws2 0 · 3 λ) + 2 (12 (es - ws)2 + 0 ·■ λ).- 3 ws2 λ
Λ. Αργοροπούλου
E. Ευαγοροο
B. MaptviBoO Αιπλωμαιική Εργασία
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Ευστάθεια ατελούς προσεγγισηκά συμβολικά.nb
Δεύτερη ελάσσων ορίζουσα V11*V22-V12*V21
(9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 +
' , ;■ » ). '
_ IΟΛ a = 2 .IOC T.ra^ Λ _ /I qc wo flii. 1 C r.ra2 o ; .
β) + ws (36 + 24 /3 + 21 wa2 β + 5 wsz β - 9 λ))) +
[24 ea2 + 135 wa4 β - 4 es ws β + 16 ws2 β + 12 ea wa (4 + 9β)'i;..·· V* ·!; > · ■·..'·T·. ·. '■'·· .· , i ‘•Λ*ίί··' J i- ■ . /3  +
6 wa2 (4 + (36 + 7 ws2 ) 0 - 9 λ) +12 (2 (es - ws)2 + 3 0 - A) - 6 ws2 λ)
12 ea^ +2 -7 wa4 0 2 o 5 ws4 0z -----------------2 es ws 0 + 4 ws 0 + ------------— - 6 ea wa (4+0) +:
-t- tii
2 6 ■
2 - TC?2 \ , o no _ ,.,o\ 2‘, o _ Sv _ o -ra2wa2 (12 + 80 + 5 ws2 0-3Λ) + 2 (12 (es-ws)2 + 0- A) -3 ws2 λ
,4/> V."· 
* If*.
■ Τρίτη μεταβολή 5V3
.. .v.
.., ,,./' ..-i+rVv »*'···
-48 (es-ws) - 2 es β + 8 ws β + 10 wa2 ws β +
10 ws3 β 
.3
-•^1 +>,i -ss*
6 ws λ + ■ -
* (384 (9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 λ))) 
(ea (4 + 9β) - wa (4 + (36+45 wa2 + 7 ws2) β - 9 λ)) ) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9β) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 A) +
36 (2 (es-ws)2 + 3 β -λ) + ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws λ) ) Λ 3 ■*
2
l >
V·. -♦/'» ·Ώ ι 
• :<4 .·.
444:'·
(32 (9 ea (-4 es + ws (4 + β)) + wa (3 es (12 + β) - ws (36 + 24 β + 21 wa2 β +5 ws2 β - 9 λ)) )2 
(3 es (12 +β) - ws ((24 + 63 wa2 + 5 ws2) β - 9 (-4 + λ) ))) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9β) +18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 λ) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 β - λ) + ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws λ)) Λ 2 +
(24 (9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 λ)) J. 
(3 ea (4 + β) - wa ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) β - 3 (-4 + Λ) ) ) ) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9 β) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 0 - Λ):+ ws ( -12 es 0 + 48 ws 0 + 5 ws3 0 - 18 ws λ)) ■U
J'+ ·'■ · !'>.+;·;%
Τέταρτη μεταβολή 6V4
2 (24 + 4 0 + 5 wa2 0 + 5 ws2 0 - 3 Λ +
;; *>* .v
,lf Λ„. ·| ..*7*
1 J, s ' ·· ·
■•, J *'■ /
(768 (9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 λ)) )4 
. (4 + (36 + 135wa2 + 7 ws2) β - 9A)) / £§ ! '■ : \ ■ :V\ ■
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9 β) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 β - A) ;+ws: (+12 es β+, 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws λ)) Λ 4 - (10752 wa ws β
(9ea (4 es-ws (4+β)) +wa (-3es (12 + β) +ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 λ))) 3) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9 β) +18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2 ) β - 9 λ) +
36 (2 (es -ws)2 + 3β-λ) +ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 β-18wsλ))Λ3 +
(96 (9ea (4 es-ws (4+β)) + wa (-3es (12+β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 A)) )2 
((8 + 21 wa2 + 5 ws2) β - 3 (-4 + A))) / r
(72 ea2 + 405 wa4 β 36 ea wa (4 i 9 β) +18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 λ) + i
36 (2 (es - ws)2 + 3 β - A) + ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws λ)) Λ 2 - (160 wa ws β . / ;
(9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β +21 wa2 β + 5 ws2 
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 ea wa (4 + 9β) + 18 wa2 (4 + (36 +7 ws2) β - 9 A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3β - A) + ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws A)))
β-9λ)))) /
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*H ' ?>.V
* >.;· · ; i ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Εοστάθαα ατελούς προσεγγιότικά σημβολικά.ηδ
i λ . ·; " ·
;,ν'r vf £*; ·■
, το πρόσημό της
“φ··. V’
f, •{{sl’. ’ , */,.·■
- · ΐ };;ν;
2 (24 + 40 + 5 wa2 0 + 5 ws2 0 - 3 λ - (36 (-3 ea (4+0) + wa ((8 + 7 wa2 + 5 ws2) 0 - 3 (-4 + Λ)))2) / 
(72 ea2 + 405 wa4 0 - 36 ea wa (4 + 9 0) +18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 9 λ) +
36 (2 (es-ws)2 + 30-A) +ws (-12es0 + 48ws0 + 5 ws3 0 - 18 ws .
r. ,.r. ··-:■:
,· * V*· ;V -V ·■ V -·' V 
u^iyisil··.Vv< V.
'Γ-» i'Z' % . ;
' ;?.·· :,r, f; .r ?r-
'







j . -. ■,,.
ί * ' / : '
• ; νν
‘ Γ,ί' V
ν«ί*5: ν· :·1 ·
ϊ .· j/,.y t
. '£ * >’ '''
l'· : '5i^V ‘
• ’ .ν'-* »•,vVv'-'
s*r ■
v vy ....:· ·
’ V·*-·, · (> -V ■·,
- '?>' - t ; -.··- V ·-
V -'Ά
·;’^ ή*ϊ5 *1 ·*■ ■·*5*λ*
"ν-,ν.
‘i ‘ .'V
' V “·ν f "·:·■
Λ. ΑργνροπούλοΌ
E. Ευαγόροσ
B. Μαρα/ίδοσ Διπλωματική Εργασία
V 4^,“. 1.-V τ: ·.'?
%*·? :\ϊη £&■
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w-1 >'.! ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - προσεγγισπκά imp.nb r; ■ ■ y.
ClearAll[Vll, wa, we, es, ea, A, 0, Hessian, V3, V4, dllll] 
/3 = 0.10;r 
es = 0.1;
ea = 0; V
we = -0.50557;
v v>;v··· ■■■ : - . v·· ;■ :«





‘ . ■ ’
A = 1.68194;
StylePrint[
"Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - ατελές σύστημα - προσεγγιστική ανάλυση", "Title"]
StylePrint[^s βάση τις θεμελιώδεις αρχές της μη γραμμιχής ελαστικής ευστάθειας",
"Title"] _
StylePrint["Πρώτη ελάσσων ορίζουσα VII", "Section"]
- is ; \ 7 wa4 β . 5 we4 β
VII = 12 ea2 +-------------- 2 es ws β + 4 ws2 β +------------ — “
6 eawa (4 + β) + wa2 (12 + 8/3 + 5 ws2 β - 3 λ) +2 (12 (es - ws)2 + β - A) - 3 ws2 A





■. - vf . · ·
(9ea (4 es - ws (4 + β) ) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 +24/3 + 21 wa2 /3 + 5 ws2 β - 9 λ) ) ) +
£ w -t - .//' ·. 1 ( V"·* - ··;
— 24 ea2 +135wa4 
2 V
- 5 ws4 β




6 wa2 (4+ (36 + 7 wsz) /3-9A) +12 (2 (es - ws)2 + 3/3-A) -6ws2A .* ••yfrSV*.' ίΐ
7 wa4 /3 ~
12 eaz +-----------------2 es ws β + 4 ws^
5 ws4 β




wa2 (12 + 8/8 + 5 ws2 β - 3 A) + 2 (12 (es - ws)2 + β - A) - 3 ws2 A
StylePrint["Τρίτη μεταβολή 6V3","Section"]
, : - & , 10 ws3 β "·
V3 = -48 (es - ws) - 2 es β + 8 ws β + 10 wa2 ws β +-------------------6 ws A +
' ! / V.'-?
' •V ?%·>>' '
. v . «'.·-**.■ ,··*>_ .·^ .·■·; -t;
•4\
v
(384 (9 ea (4 es - ws (4 + /3) ) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24/3 + 21 wa2 >3 + 5 ws2 /3 - 9 A) ) )'
(ea (4 + 9/3) - wa (4 + (36 + 45wa2 + 7ws2) β - 9A))) /
(72 ea2 + 405 wa4 0 - 36 eawa (4 + 9/3) + 18 wa2 (4+ (36 + 7ws2) /3-9A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 /3 - A) + ws (-12 es β + 48 ws /3 + 5 ws3 /3 - 18 ws λ) ) Λ 3 -
(32 (9 ea (-4 es + ws (4 + /3) ) + wa (3 es (12 + β) - ws (36 +24/3 + 21 wa2 β + 5 ws2 /3 - 9 A)))
(3 es (12 + /3) -ws ( (24 + 63 wa2 + 5 ws2) /3 - 9 (-4 + A) ) )) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 eawa (4 + 9/3) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) /3 - 9 A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 β-A) + ws (-12 es /8 + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 wsA)) A2‘+
(24 (9 ea (4 es - ws (4 + β)) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 A)))
(3 ea (4 + /3) - wa ( (8 + 7 wa2 + 5 ws2) /3 - 3 (-4 + A) ) )) /
(72 ea2 + 405 wa4 β - 36 eawa (4 + 9/3) +18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) /3 - 9 A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 β - A) + ws (-12 es /3 + 48 ws /3 + 5 ws3 β - 18 wsA))
StylePrint["Τέταρτη μεταβολή 6V4", "Section"]
V4 = 2 (24 + 4 /8 + 5 wa2 /3 + 5 ws2 β - 3 A +
(768 (9 ea (4 es - ws (4 + β) ) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24/3 + 21 wa2 β + 5 ws2 /3 - 9 A)) )4 
(4 + (36 + 135 wa2 + 7 ws2) /3 - 9 A)) / >Γ-.V ·^ \A’
(72 ea2 + 405 wa4 /3 - 36 eawa (4 + 9/3) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) /3 - 9A) +
36 (2 (es - ws)2 + 3 β - A) + ws (-12 es β + 48 ws β + 5 ws3 /3-18wsA))A4 - (10752 wa ws β
(9ea (4 es - ws (4 + β) ) + wa (-3 es (12 + β) + ws (36 + 24 β + 21 wa2 β + 5 ws2 β - 9 A) ) )3)
Ϊ·.: W Ί: vi
/ (72 ea2 + 405wa4 /3 - 36eawa (4 + 9 /S) + 18wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9A) + ;; 
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Ευστάθεια κρίσιμων σημείων - προσεγγιστικά imp.nb
-----__--------------- - ------------------:-------------- :---- ------- - --- 4-------
.,,,, ,.... ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica -A y..! ·Α- Α;Αa',. ·;/Α
- ■ /" t '■
\ ■
. '·■ " 2
■Α,α;
. " ; '
..:χ Τ:4:.\λ
(96 (9 ea (4 as - ws (4 + β)) + wa (-3 as (12 + 0), + ws (36 + 24 $ + 21 wa2 β + 5 ws2 β-9 λ) ) )2
*;n
v?
AA -ϊΑΐΑ ■ί,,ϊ'ϊa a V a ViV ·■
Ats;V.aaA.a · t,
; ; - ( (8 + 21 wa2 + 5 ws2) β - 3 (-4 +
' ■ ‘ r . . - ; ■ ■ ' ■ - · -i, · -
A ; ■ ; (72aa2 + 405 wa4 β - 36 aa wa (4 + 9 0) + 18wa2 (4 + (36+ 7 we2) β-9Χ) + ;r .;
36 (2 (as - ws)2 + 3 β -λ) + ws (-12 as β + 48 ws β + 5 ws3 0 - 18 wsA)) Λ2 - (160 wa ws 0
. ■ (9aa (4as-ws (4+0)) +wa (-3as (12 + 0) +ws (36 + 24 0 + 21 wa2 0 + 5 ws2 0 - 9A) ) )) / 
- -
(72 aa2 + 405 wa* /3 - 36 aa wa (4 + 9 0) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) 0 - 91) +
<Si - .· .!.-■· “ · · - · · .·><!· /A /__ ___\ 2 . rt ■* \ _____/ ■« Λ n - art ___ Λ . If :____.3 Λ 4 A___·\ \ \ \
V -
V-AV? -V
36 (2 (as. Awe)2+ 30-A) + ws (-12 as 0 + 48 ws0 + 5 ws3 0 - 18 ws A) ) )
V/v
StylaPrint["Τέταρτη μεταβολή για μη γραμμικότητες dllll, το πρόσημο 
της οποίας χαθορίζει την ευστάθεια κρίσιμων σημείων", "Section"] 
V" dllll = 2 (24 + 4 β + 5 wa2 0 + 5 Ws2 β - 3 A -
(36 (-3 aa (4+0) +wa ( (8 + 7 wa2 + 5 ws2) /3 - 3 (-4 + A) ) )2) /
1.. .·: ·· v-sv
ll ίί i | f
- ' ·■- :,tl -’Wl
.·
(72 aa2 + 405 wa4 β - 36 aa wa (4 + 9 β) + 18 wa2 (4 + (36 + 7 ws2) β - 9 A) +
36 (2 (as - ws)2 + 3 /3 - A) +ws (-12 as 0 + 48 ws β + 5 ws3 β - 18 ws A)) )
■ . -y ■ ^ . - v ■ :
■Ci-'bv, vva-v/sv *·'·"■ viVv-a ’■
■■■ 'V ' ·' . - ' '· - , ; ;·■ : ·,·. ' ;Ί w../· . ν'*?·.· · "·' - · ' · .... : ' :














y z ·'-V.· * ·■ 1" ,· .i.v.' <~.r
5,*-V
M-
|::-.AA ' ■ AiVA · ';ΐ<_ ,.·. ,. ... w ,·..' ■. ....
• / % -.··,'.·'; ;'ΪΑώ;Α’! -y·.·.-·'- - ν..·. ,.· .·,. ·: ν
'%Μ : Α> .........................,,Ι A it. . · -
" ΐ·:\Μ ·.·, · ■- ί a A S a A•' ·Α· ; .-ν,'·ί· · , · - ....·. ν' ~ ; Α'-α1·;.-,',; ■; A - ...- 1 -
A ; . ■ 5 ■ .· : : f.%; it ■










:*’ ' · . “ ;S;i } ·'A·: ■-
-
-y·
r-r: : ' x . .Ί
%;r.sS" S-.S··-:-* A.·:-»··.'·
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WA liS! ,·> ■ '--\W ' . -sSAaSS-a ...... .....■ αλα„y··■·.;■·■.>·. >;
. : : A ■-/. ■·. ,-· '.S:,rSv - y 1 ■ .·■ '■·
A-i, ■’ yy-iA,; .." '..ν:..,· V;;:y .: .·Α.Α,.ί
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ClearAll[ws, wa, λ, β, ea, es, equl, equ2]
; 0 = 0.1;
; : es = 0.025;
ea = 0.025;
• i'·. ■
λ = 0.2 
equl = ■ V.1 :>·/
; . '.*»/■ ι*> >·-■r - ·
' :.V '·■-·
ii. Λ
■ .·; i ■·: · ····· >
μ Γ' '‘.r .· ;T
1i(-8 (es - ws) 3 - 4 (ea + es - wa - ws) 3 + 4 (ea - es - wa + ws)3 - — (6 es (2 + wa2 +ws2) ^
ws (-36 ea wa + (6 + 3 wa2 + ws2) (2 + 7 wa2 + ws2) ) ) β - 2 ws (2 + 3 wa2 + ws2) λ
equ2 ■|(-M
K....
(ea + es - wa - m) 3 - 4 (ea - es - wa + ws) 3 +
• - .. '.-I / . r e · \ / -v ' · ·. , J’ -λ , · 5 WS4 ^ \
- 6 ea (6 + 9 wa2 + ws2) + wa 36 + 27 wa4 - 4 es ws + 16 ws2 + ---------- + 2 wa2 (36 + 7 ws2) 0 -
1 . 3
|r ■';t 6 wa (2 + 3 wa2 + ws2) λ I ;J




wa -> 0.00734224 + 19.4 533ι 
wa -> 0.00734224 - 19.4533 i 
wa -> 0.00708146 - 19.4089i 
wa -> 0.00708146+ 19.4089 i 
wa->-14.8349+0.193759 i 
wa -> -14.834 9 - 0.193759 i 
wa -> 14.1502 - 0.187895 i 
wa-> 14.1502+ 0.1878 95 i
x\;.;
ws -> -39.-8308 + 0.0481726 i 
ws 4-39.8308 - 0.0481726 i 
,ws439.7072+0.0482541i 
ws -+ 39.7072 - 0.0482541 i 
ws-> 0.353474 + 23.5741 i 
... ws-> 0.353474 - 23.5741 i 
ws -> 0.343332 + 22.3428 i 
ws -> 0.343332 - 22.3428 i
+<. >■ j·;,· >· 
‘ ; > “ ; ■*
;:· '· : ·V Jr 
■· ' ■'+. +.*
.··· ' .··■■*£■/ 4
v'-g:
ΐ fe yr_
■■+·1 ■ f,.. v ;, ■·
wa 4 -0.0111906 + 0.0000199065 i ws -4 -0.037967 9+ 21.818 i
wa 9 -0.0111906- 0.0000199065 i ws 4 -0.0379679- 21.818 i
wa -> -0.252294 + 0.00570243 i *
■ ,-ΐΐ'ίΐ'- i■'y
H,
wa->-0.252294 - 0.00570243 i 
wa -> 0.275508 - 0.00890887Ϊ 
wa -+ 0.275508 + 0.00890887 i 
wa ->0.0554735’ 
wa -4 0.0658831 
wa -> 0.0686796 
wa 4-0.0323377 + 2.04753 i 
wa 4 -0.0323377 -2.04753 i 
wa 4 -0.004 42316 + 0.328878 i 
wa 4 -0.00442316- 0.328878 i
ws · > 0.026851 5 ) 0.3051 95 i 
ws 4 0.0268515 - 0.305195 i ' 
ws4 0.02958 + 0.266524 i 
ws 4 0.02958 -0.266524 i 
ws;4 0.201562 ;■ '
"ws 4 - 0.0750954 
ws 4 -0.052597 6 
ws 4 0.027948 + 0.0000284308 i 
ws 4 0.027948 - 0.0000284308 i 
ws 4 0.0183941 + 0.000960026i 





V-V*}Γ: ’ Λ *·'·■■·
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Vt perf.nb
' ■' - · ■ < ·■·'·'·
Γ Ά. Γ-;Λ. 1 «-fc·
j : :?■ V-..· :<
. · I · ; ·
ClearAll[es, ws, ea, wa, β, A, Vt, Vtg, x, 
y, «0, αΐ, a2, VI, V2, Vll, VI2, V21, V22, HESSIAN]
StylePrint["Συνάρτηση συνολιχοά δυναμικού του τέλειου συστήματος", "Subtitle"]
ι (
V Vt= —2 I
f-
2 (es - ws)* + (ea + es-wa - ws)4 + --S-·
i
(ea - es - wa + ws)4 + I IS ea2 + 2 es2 - 6 ea wa (6 + 3 wa2 + ws2)
Y'V:; .< ι.'.' Λ ■■' .. >2
2^
•eewe (6 + 3wa2 + ws2) + (6 + 3waz + ws2)2 (9waz +wez)J /3+; *>
— (12 ea2 + 4 es2 - (3wa2 + ws2) (4 + 3 wa2 + ws2) ) λΐ /. (es-» 0, ea-» 0} ;
2 V- - ■' J \ ' V
StylePrint["H συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση".
·» , ·>■> '
• Vf s- ■ ·». ”




Vtg = Vt /. (ws-»x, wa-»y, λ-»α0] 1 , , λ .
StylePrint[”ενώ ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή", "Subsection"]
ExpandAll[Vtg]
StylePrint[^ οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της", "Subsection"] 
Collect [Vtg, {χΑ (_ : 1) yA (_ : 1) , χΛ (_ : 1) , yA (_ : 1) } ]
StylePrint["Ευμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ","Section"]
τj '--e i -*-'Γ**.
VI = FullSiroplifytdjt Vtg]
V2 = FullSinjplify[dy Vtg]
VII = βχ VI;
VI2 = όν VI;
V21 = βχ V2;
V22 = 0y V2;
StylePrint ["Ευμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας", "Section"] 
HESSIAN = Full Simplify [Vll V22 - V21V12]
r . s ' ■-S' ■- -.· *
Συνάρτηση συνολικού δυναμικού του τέλειου συστήματος
Αί;>-■ ·>·Γ·





ί: r > · „ ' " HP”,'.
■ Η συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση
y 12 χ* + (— χ - y)4 + (X - y)4 - y (Χ2 + 3 y2) (4 + χ2 + 3 y2) αΟ + r— (6 + χ2 + 3 y2)2 (χ2 + 9 y2) β|
.·.<!, >?·ν*
ενώ ανσττυγμένη λαμβάνει τη μορφή
2 χ4 + 6 χ2 y2 + y4 - χ2 αΟ -
χ4 αΟ 3 y2 αΟ y2 «ο 9 y4 αΟ 
4 +
. X2 β + χ4 β. , χ6 β 9γ6β36 + 9 y2/3+4 χ2 y2 β + — χ4 y2 β + 9 y4 0 + — χ2 y4/3 + ^
■ η οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της
-s?
■:Λ ' 'ΐτ
■· Χ :·1&· JtJrr 'Χ-rV
. ·
l^y2 (12 - 3 αΟ +S 0) +-i-y2 (-6α0 + 18β) + y Υ4 (2 *18/3)
’"ι* T 
• rT r
^ V _ 1 ·* ·;^
Λ. ΑργνρσπούλοΌ
E. Ευαγόροο
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y.. ·* ; . ..ν· ;·; τ· ; ·'.
V *w-:>
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematic a
Vt perf.nb » '>4**/- 2 +.■
1 :' 7 ' Λ;.
.. i»7 ;
— x (x4 /3 + 2 x2 (24-3aO + 4/3 + 5y2/3)+3 (-4aO + 4^ + 7y4^ + y2 (24- 6 aO+16/3)))
- V ·;>:>■! ■ /' 'v·. . ;>: :.·;■■ : . 'tt&ZS-y*' ■
:■*> ·.'
. r:y
y*-‘V:v.:;C y3 (4 - 9 aO) - 3 x2 y (-4 + aO) - 6 y aO + — y (6 + x2 + 3 y2) (18 + 5 x2 + 27 y2) β
f -j. * 4 ·
Συμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας
- ·. . );/■
" γ,-.1 ■ S' \, - ■
' «5Γ
(-1 6 χ2 y2 (36 - 9α0+ (24 + 5 χ2 + 21 y2) β) + .· . . ·
»' · Jb . ■ . - ■ ;l :.:>ΐ ...g sy!" .-'s.; w.·.·. c . ■';·■ ,· ■, ■>.&, v V-·
7 (-36 (ctO - 3/3) + 5 x* 0 + 6 x2 (12 - 3a0+ 8/3 + 21 y2 0) t 9 y2 (·8 -'18a0 + '720 + 45;$ 0)) ’
: ■ ‘ (5x'j3-6x2 (-24 + 3aO-4 0- 5y2/3)+3 (-4 aO + 4 0V.7 y4 /3 + y2 (24 - 6 aO + 16 0)))) ^
> % ■ \ , : V
>>.V.
:7“β.·
3 7< I· ·
: ^ ·>&ί j-.'f v;* v
:*4>^ £
sA , ί.γ/ ..
’ *■■'· ·' *\ ·/·*$
■•ΐν+ΐς- V 7
; ·-,· -·. ·■ . ·- ·'· ■ 7',·'· V·’.' V ’ %
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. i · " . .
A > ' ;Ϋ 
y„ ·>,ν
ClearAll[es/ ws, ea, wa, β, X, Vt, Vts, x, 
γ, αΟ , al, a2, VI, V2,Vll, V12, V21, V22, HESSIAN]
StylePrint[nEuvap^OTi συνολικού δυναμικού του μερικά
• - f ‘ ·* - ■ - ^ '
ατελούς συστήματος - Συμμετρική αρχική ατέλεια", "Subtitle"]
3ίγ1βΡτίιΛ["Ενεργές συντεταγμένες: Δύο (we, wa, που αντικαθίστανται με χ, γ)", 
"Section"] ν · ·■· ■
StylePrint["Παράμετροι ελέγχου : Δύο (λ, es, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ)",
- "Section"] >·' ·■ · ■ ; . / · ί 7
Vt = — ^2 (es - we) 4 + (ea + es - wa - ws) 4 +
(ea - es - wa + ws)4 + (l8 ea2 + 2 es2 - 6eawa (6 + 3wa2 + ws2) -
2
¥— es ws (6 + 3 wa2 + ws2) + -i- (6 + 3 wa2 + ws2)2 (9 wa2 + ws2)r% " 18, )* +
•V>'· 1 ·' . ' ' .V-v¥:.'· ,\r'i : V \ ■· ' V?;
— (12 ea2 + 4 es2 - (3 wa2 + ws2) (4+3 wa2 + ws2)) Aj / . ea+ 0;
,·<■
StylePrint["H συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση",
"Subsection"] ·, |i..r
Vts = Vt /. (ws -» x, wa + y, λ + αΟ, es -+ al]
StylePrint["eve ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή", "Subsection"]
ExpandAll [Vts]
StylePrint["η οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της", "Subsection"] 
Collect [Vts, [χΛ (_ : 1) γΛ (_ : 1) , χΛ (_¥ 1) , γΑ (_ : 1) }]
StylePrint["Συμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ", "Section"] 
VI = Ful lSiirpl ι fy [3Χ Vts]
V2 is FullSimplify[3y Vts] , . - -
■' Vll = Οχ VI;.
vi2 = Oy vi; ■ . ·ν \iy
v2i = exv2; ./h;·· _ ; 'ΐ.
V22 = fly V2;
StylePrint["Συμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας", "Section"]
HESSIAN = FullSimplify[Vll V22 - V21V12]
Συνάρτηση συνολικού δυναμικού του μερικά ατελούς 
συστήματος - Συμμετρική αρχική ατέλεια





- i f7;··' ’’•%νί >, ·' V.,' * . ν. • ·?;: .
■λ* >.*■«“·'■J··. χ ν'
Ενεργές συντεταγμένες: Δύο (ws, wa, που αντικαθίστανται με χ, y)
•.V ’.'t'ir-h
Παράμετροι ελέγχου : Δύο (λ, es, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ)
Η συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση
■■τ/,ί ,
η. ί. ι. ((x-y-al)1+2 (-χ + αΐ)4 + (-x-y+al)4 + ·|·α0 (-(x2 + 3y2j (4 + χ2 + 3 y2) + 4 al2) +V ; . |
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Vt symm.nb mm. :
ir,. · . /*+■ ■ *'»
ενώ ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή V ■ :‘y #<££$
χ4 αΟ
1 V; · ν
,' : , ' : 2 χ* + 6 χ2 y2 + y1 - χ2 αΟ - - 3 y2 αΟ - χ2 y2 αΟ - 9 £ a°- - 8 χ3 αΐ - 12 χ y2 αΐ +
• .· ·.· , . · - . · . - ·.: ■ , · - ,A λ —6 η .
12 χ2 αΐ2 + 6 y2 al? +.α0 αΐ2- 8 χ αΐ3 + 2 αΐ4 + χ2 0 +
χ4 β . χ60 
36
+ 9/ 0 + 4 χ2 /0 +
/ ,χ4 y2 β + 9 y4 0 + 7 χ2 y4 0 + 9 ^ ^ - 2 χ αΐ 0 - 4- χ3 αΐ 0 - χ / αΐ 0 + αΐ2 0
η οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της
:χ*'A·' ·
9/0 ^ 1 
4
1 _a 9 αΟ
, ,. + -- χ2 (· 2 αΟ + 24 αΐ2 + 2 0) + 4- χ2 / (12- 3α0+ 8 0) +
 > 2 .. . 2 - :·, .... ·.
9 y4 (2 - + 18 0) + ~ y2 (-6α0 + 12α12 + 18 0) + -ί- χ (-16α13 - 4 αΐ 0) + '
|·χ/ (-24 αΐ - 2 αΐ 0) +; χ3 (-16al - + 1 (2 αΟ αΐ2 + 4 αΐ* + 2 αΐ2 0)
ν. ■
,ν*’.'/·» ^
■ Συμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ
Λ ··'· X5 0
6 - χ2 αΐ (24 +0) +χ3 (δ -α0+ (4 + 5/) 0] -
. (y2 (12 + 0) + 2 (4 al2 + 0)) + χ (-2α0 + 24 αΐ2 > 2 0 + 7 ^ .+ y2 (12 - 3 αΟ + 8 0) )
? .*
..£/■ · 6 y (αΟ · 2 αΐ2 - 3 0) + % x* y β , ϊΊΤ3Ρ _6 2
2xyal (12+/3)+y3 (4 - 9 αΟ + 36 /3) + χ2 y (12 - 3 αΟ + 8 /3 + 7 y2 β)
•W-
ι Συμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας
y2 (5 χ3 0 - 3α1 (12 + 0) + 3 χ (12 - 3 αΟ + 80 + 7 y2 β))2 +
(-2 αΟ + 24 αΐ2 + 20 + 5 ** 13 + 7 ^ g - 2 χαΐ (24 + 0) + y2 (12 - 3 αΟ + 8 0) +
j-; 1 ; \ , χ' Ο ^ · Λ ~ ·:..· - · '.· ·. ·,··.·
χ2 (24 - 3α0 + 4 0 + 5 y2 0)) (-6 (αΟ - 2α12 - 3 0) + ------ + -
5 χ4 0 135 y4 0
6 +- 2
2 χ al (12 + 0) + / (12 - 27 αΟ + 108 0) + χ2 (12-3 αΟ + 80 + 21 y2 0) )
··. ■' : τ'
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Vt asymm.nb
ΙΙΑΡΑΡΤΗΜΛ - Αρχεία Mathematica
■*.' · · - * . ι.»·;· · i^··;




ClearAll[es, ws, ea, wa, β, λ, Vt, Vta, x, 
y, aO, al, a2, VI, V2, Vll, V12, V21, V22, HESSIAN] 
βΐγΙθΡΓίη^'Έυνάρτηση συνολικού δυναμικού του μερικά ατελούς 
συστήματος - Αντισυμμετρική αρχική ατέλεια", "Subtitle"]
StylePrint["Ενεργές συντεταγμένες: Δύο (ws, wa, που αντικαθίστανται με χ, y)",
,· "Section"] ; ’.ό
,:Λί> ;· · - ι· ··.·;: ' '■*+,; :i .. ί-··Λ^ v.V'·'- :*;■( :Μ>· •jv’Jti
StylePrint["Παράμετροι ελέγχου : Δύο (λ, ea, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ)",
"Section"]
Vt * — ^2 (θβ- ws)4 + (ea + es - wa - ws)4 +;
(ea - es - wa + ws)4 + 18 ea2 + 2 es2 - 6 ea wa (6 + 3 wa2 + ws2) -





— es ws (6 + 3 wa2 + ws2) + —? (6 + 3 wa2 + ws2)2 (9 wa2 + ws2) I β +>) -··*' it,'.:·.
• (12 ea2 + 4 es2 - (3 wa2 + ws2) (4 + 3 wa2 + ws2) ) λ| / . es + 0;
StylePrint["H συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση",
" Subsection" ]
Vta = Vt /. {we-» χ, wa -» y, λ -♦ αΟ, ea-+ αΐ)
StylePrint["8ve ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή", "Subsection"]
ExpandAll [Vta]
StylePrint[^ οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της","Subsection"] 
Collect[Vta, [χΑ (_ : 1) yA (_ : 1) , χΑ 1) , yA (_ : 1) }] _ £·;
StylePrint[”Ευμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ", "Section"] 
jV VI = FullSirnplify[0x Vta] *
’ V2 = FullSiinplify[dy Vta]
vii = ax vi
V12 = 9y VI ;
V21 = 0X V2;
V22 = 3y V2; ·." '■·.*' . .· :·· : *3«* ■ ' **: - v
StylePrint ["Ευμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας", "Section"]
HESSIAN = Full Simplify [Vll V22 - V21V12]
..·*·, :iP '*?'·'■'·' .'1 Λ






• ' . V. ’v·' “
Συνάρτηση συνολικού δυναμικού του μερικά ατελούς 
συστήματος - Αντισυμμετρική αρχική ατέλεια
li-' j ά.- >7|· y If f. 
j *;Λ'^
Ενεργές συντεταγμένες: Δύο (ws, wa, που αντικαθίστανται με χ, y) 
Παράμετροι ελέγχου : Δύο (λ, ea, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ)
•'Λ.Η συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση
.-J-' (2Χ* + (-χ- - y + αΐ) * + (x-y+al)4 + -^-aO (- (χ2 + 3 y2) (4+x2 + 3y2)+12 al2 j + 
(·~ (6 + χ2 + 3 y2)2 (χ2 + 9 y2) - 6 y (6 + xz + 3 y2) al + 18 αΐ2) β]
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Vt asymm.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica \ V ' v ·'. \W.
ενώ ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή
j 2χ4 + 6 χ2 y2 + y4 - χ2 αΟ - χ g(^ - 3 y2 α0- -y χ2 y2 αΟ - ~ ^ - 12 χ2 yal - 4 y3 αΐ +
.7 ■ ;'ν’ 'λ:ν':’·'λ.· ν.
6 χ2 αΐ2 + 6 y2 αΐ2 + 3 αΟ αΐ2 - 4 yal3 + αΐ4 + χ2 /3 +
4 , J 2 -1 4
χ4 β χ6 β
3 36
4- 9 y2 β + 4 χ2 y2 β +
512 χ4 y2 β + 9 y4 β + y χ2 y4 β + 9 ^ - 18 yal β - 3 χ2 y αΐ β - 9 y3 αΐ β 4- 9α12 β
■ V ££> ..··
' . ,ν^ ·■ ι·
η οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της
: ν'"
αΟ 2 β V X6 β · 5' 7 ' 2 .4 ο · :-------- + - _ J- + — χ4 γ- β + — χ-y* β + .1Χ« ί41·β» + 1£ν+
2. I 2 3 I 36 ' 12„Γ ^
-^ + -ί χζ (-2 αΟ + 12 αΐ2 + 2 β) + i χ2 y2 (12 - 3α0+ 8 β) +
4 -e-i. 2 V/- :'rt :· <· , .· ΐ .·>'ί >·. 2 · . ·» " ·*·'·,-’.ν’, .·!-
- -J»· ■ .1 * ··
iy4 || - + 18 β] + J y2 (-6α0 + 12 αΐ2 + 18 β) + y (-8α13 -36α1β) + '
- \ y3 (-8αΐ - 18 αΐ β) + -ί χ2 y (-24 αΐ - 6α1 β) + i (6α0 αΐ2 + 2α14 + 18 al2 β)'
Συμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ
-j- χ (χ4 β + 2 χ2 (24 - 3 αΟ + 4 β + 5 y2 β) + ,




i (-6 y (2 + χ2 + 3 y2) αΟ + 4 (χ + y-al)3 - 4 (χ - y + al)3+
||36 + 16 χ2 +y+2 (36 + 7 χ2) y3 + 27 y5 - 6 (6 + x2) al - 54 y2 al| β|
Συμβολική έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας
χ2 (21 y3 β · 9 al (4 + β) + y (36 - 9 αΟ + 24 β + 5 χ2 β)) 2 +
r I 5 X4 β . 7 y4 β
• -V'7 2 I + —- : - 6 yal (4+β) 4 2 (-αΟ + 6α12 + β) + y2 (12 - 3 αΟ + 8 β) +Ο Ί 2 · ····.;. "Ο- “ *;,·’■ '-*· ·' ··■ s,' .· . V-V,
Λ/. V··*' :
.r; ‘
(24 - 3 αΟ 4- 4 β 4- 5 y2 β) j j^-6 (2α0 + y2 (-4 4- 9α0) 4- 8 yal - 4 al2) + 
4-9(4 4-3 y (8 y-t- 5 y3 - 4 al) ) β 4- x2 (24 - 6 aO 4- 16 β + 42γ2β)) '5 χ4 β
.'.(v : *. ;>·;>
S.. ·>.
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Vtgeneral.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
. :■ 'tv'·.
_·r * · ·· ^ --· · .·. u ■
"■f\·1. ·
ClearAI 1 [es, ws, ea, wa, β, λ, Vt, Vtg, x, 
y, aO, al, β2, VI, V2, Vll, V12, V21, V22, HESSIAN]
StylePrintf"Ευνάρτηση συνολικού δυναμικού του πλήρως ατελούς συστήματος", 
"Subtitle"] ■ ,-






. ; Λ*. '
«·· Ϊ<Μ' ’Lr\
18 ea2 + 2 es2 - 6 ea wa (6 + 3 wa2 + ws2) - — es ws (6 + 3 wa2 + ws2) + (6 + 3 wa2 + we2)2
)
'. i :■ ; ■ -■-;V ·■·■' ,--j* . ·: ■' 1 - ■
β* — (12 ea2 + 4 es2 - (3wa2 + ws2) (4 + 3wa2 + ws2)) A|
■ την ακόλουθη συνεπτυγμένη έχφραση",
'
cfef
J : StylePrint["Παράμετροι ελέγχου : Τρεις (λ, es,
ea, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ, α2) ", "Section"]
Vt = — ^2 (es - ws) * + (ea + es - wa - we)* + (ea - es - wa + ws)4 +




. · ■ y1 2 ' yyy? ■ ■: ij >:
StylePrint["H συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση",
• . . -■·. ■ , . ,. · · ■
"Subsection"]
Vtg = Vt /. (ws -» x, wa -» y, λ -» αΟ, es + αΐ, ea-+ α2]
StylePrint["ενώ ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή", "Subsection"]
ExpandAll [Vtg]
. .. ■· * \
StylePrint[^ οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποιηση της","Subsection"] 
Collect [Vtg, (χΛ (_ : 1) y* (_ : 1), χΑ (_ : 1) , yA (_ : 1) } ]
StylePrint["Ευμβολικός υπολογισμός του πολλαπλού καταστροφής Μ", "Section"]
VI = FullSirnplify[3x Vtg]
V2 = FullSirnplify [fly Vtg]
VII = βχ VI ; V 
V12 = Oy VI;
V21 = ex V2; - . ■
V22 = 0Ύ V2; 'fefefef V f;
StylePrint ["Ευμβολιχή έκφραση της ορίζουσας ευστάθειας", "Section"] 





r t ·.. Συνάρτηση συνολικού δυναμικού του πλήρως ατελούς 
συστήματος
ι·*:· =*. ■
··';■? ·; *. *- •ό.,'ν’ν-..
ι Ενεργές συντεταγμένες: Δύο (ws, wa, που αντικαθίστανται με χ, y)
,
ι Παράμετροι ελέγχου : Τρεις (λ, es, ea, που αντικαθίστανται με αΟ, αΐ,
α2)
’ .■ fe · '- ' - fe'v- \ :-"fe
Η συνάρτηση δίδεται από την ακόλουθη συνεπτυγμένη έκφραση
1 . ’
. —12 (-χ'+ αΐ)4 + (χ - y - αΐ + α2)4 + (-χ - y + αΐ + α2)4 + . - .
2 *' ' ' y?: ψ·* ’ ·.,·■' ·
γ a 0 (- (χΖ + 3 y2) (4 + χ2 + 3 y2) + 4 αΐ2 + 12 α22) + (6 + χ2 + 3 y2)2 (χ2 + 9 y2) -
~ χ (6 + χ2 + 3 y2) αΐ + 2 αΐ2 - 6 y (6 + χ2 + 3 y2) α2 + 18 α221
Λ. ΑργοροπούλοΌ 
Ε. Ευαγόραν 
Β. MapwWov . ί Διπλωματική Εργασία
.■;·· ..:ν . .. . V. .»·
156
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
Vt general, nb
IlAPAPlHMA - Αρχεία Mathematica
• vVy<J. , '4'*%.’ £^5*.
' # V ;.·«/Tr.*?-*
ενώ ανεπτυγμένη λαμβάνει τη μορφή
► * ; ?. · <■
ι,4 ,
2 χ4 + 6 χ2 y2 + y* - χ2 αΟ - Χ - 3 y2 α0·- ~ χ2 y2 αΟ - ^ ^ - Β ν38 χ3 αΐ
12 χ2 αI2 + 6 y2 αΐ2 + αΟαΙ2 - 8 χαΐ3 + 2 αΐ4 -12 χ2 ya2 - 4 y3 α2 + 24 xyal α2- 
‘ " 12 yal2 α2 + 6 χ2 α2ζ + 6 y2 α22 + 3 αΟ α22 - 12χα1α22 + 6α12 α22 - 4 y α23 + α24 +
,4 α ι
± 4- Q V/2 β + 4 V2 V2 β 4- V4 V2 β + Q Λ74 β +
4
2 χαΐ 0 - y χ3 al 0 - χ y2 αΐ 0 + αΐ2 0 - 18 ya2 0 - 3 χ2 y α2 0 - 9 y3 α2 0 + 9α220
-12 χ y2 σΐ + , _
x20 + ^ + 9 y2 0 + 4 χ2 y2 0 + ~ x4 0 * 9 y4 0 < ^ x2 /0f 9 ^ ^ -
v *,f ■
η οποία οδηγεί στην τελική παραγοντοποίηση της
0 . - „ 1 λ I . Gi 0 2 β \ X6 β 5 * ο 0 7 2 4 ο
; 24 X y αΐ α2 + — χ4 (4 - -- + — ) + , , 2 χ4 y2 0 + -- X2 y4 0 +
' 9*α ^ + Τ χ2 (~2 αΟ + 24 αΐ2 + 12α22 + 2 0) + -ί- χ2 y2 (12 - 3α0 + 8 0) +
-i- y4 (2 - + 18 0j + -i- y2 (16a0+12al2 + 12 α22 + 18 0) +
y χ (-16 al3- 24 al α22 - 4 al 0) + -| x y2 (-24 al - 2 α10) + |- χ3 (-16 al - 2 g ) +
-O'.'i· *1 - f'· '·*·»’· 1 ·'. * Γ - ' - M .V. ' '.·* ··*». :··,.' .
j y (-24 al2 a2 - 8a23 - 36a2 0) + y y3 (-8 a2 - 18 a2 0) + -| x2 y (-24 a2 - 6a2 0) +
"4 (2a0al2 + 4 al4 + 6a0a22 + 12al2a22 + 2a24+ 2alz0 +18a22 0)
* ->x 2 V *■ ,■··: -··-·» · '" »* .if ··.·- ··,*.. .
)t:\ ;.C T+f'
|-2 x (2 t x2 + 3 y2) aO + 8 (x - al)3 + 4 (x+ y - al - a2)3 + 4 (x - y - al +a2)3 + V 
;; (x5 4 2 x3 (4 + 5 Y2) - 6 x2 al - 6 (2 + y2) al + 3x (4 + 16/ + 7y4 - 12 ya2)) 0j
■
2 ^■6y(2 + x2 + 3y2)a0 + 4 (x + y-al-a2)3-4 (x-y-al+a2)3+
(2 (36 + 7 x2) y3 + 27 y5 + y (36+ 16 xf + - 4 x al) - 6 (6 + x2) a2 - 54 y2 a2j 0)
T (( 5 X3~- *ί y* g- 12 ya2 (4+0) - 4 xal (24 + 0) ‘
Λ 4 (-aO + 12 al2 + 6a22 + 0) + y2 (24 - 6 aO + 16 0) + 2 x2 (24 - 3 aO + 4 0 + 5 y2 0))
5 χ4 β
+ 135 y4'0 - 4 x al (12 + 0) + 12 ( aO . 2 (al2 +a22) + 30) -
• 4-T^
·,_ Λ-^<^3 ΐ;:,·- 12 ya2 (4 + 9 0) + y2 (24 - 54 aO + 2160) + x2 (24 - 600 + 160+ 42 ^0))
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Mperfcont.nb , · ,·. ,.··ί
« Graphics"ContourPlot3D' s ■
β = 0.10;
A1 = i x (x4 /3 + 2ji? (24 - 3a0 + 4 /5 + 5y* β) + 3 (-4aO + 4j3+ 7y* β + y2 (24 - 6 aO + 16/3) ) ) ;
6' - .· - \· "I ' --V . ·. -
A2 = y2 (4 - 9a0).- 3 3c2y (-4 +a0) - 6ya0+ — y (6 + 3C2 + 3y*) (18 +53? + 27 y2) β; -·. -'·** •ί’ίΐf ;
vIV.v v -Ψ1
W" v:. ·· . ■„
Solve[A1 = 0, aO] ;
Solve [A2 == 0, aO] ;
Solve [A3 = 0, aO] ;
FullSimplify[Eliminate[{Al = 0, A2 = 0} , aO] ] ;
. SI = ContourPlot3D[A1, (x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5};' ·'
,i2 v {aO, 0, 1.5} , Contours -♦ {0}, PlotPoints -► (15, 15}] ;
32 =ContourPlot3D[A2, {x, -1, 1}, (y, -0.5, 0.5), {aO, 0, 1.5), 
Contours-» {0}, PlotPoints-» (15, 15}]; . ,·
<< Utilities ;DXF\ ’ ’ *> '
(*aa=Show[SI,S2, AxesLabel-» {"x(wb)","y(wa)","aO(X) "}]*) ~ 
WriteDXF["»$>erf .dxf" , aa]
■ ■ - i - GraphIcs3D -
>v .*ίΧ·. Λ









- . V» · :·
/-%/.■ -Vv. r·· ^ rPp'i
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r j; 7 7^3 ί',Ί.;,.'..’:.--'-Λ;,-: y.;'···' -y.;: 4->: Vy-p-..
Vyy;. I·"' y:yy.-':iy
MBsperf.nb ■ V:,; ¥£3 '-V3. ■





:'0·’ί 3/VT3y- vyy.yTS-yy-T^y^.y^-Vyκ :-f
mm^yy ■ - - .
■ .y y·.:-. y¥f'1 i-¥
>urPlot3D'
'■ ,· · ?, »,·. .·'■·■··■ - ■'■ · v-V’- ■ . ·. *.*■. «η* · .*
V ¥V: v^.;-. :·3.;¥Μ
·. '■ - ί'-ΐνϊ1
¥
V S.






8 = 0.10;v , v: ^ y· y ■ · y ■_ '■ : . Λ *'· . " 7 ,
Mf ' i ■■■ ■ : ·■ 3 Α.ν"·-." - ··■ -.-3' 3 ... 'vA, ■■ A
: A1 = -χ(χ*β + 2χ? (24-300 + 4/3 + 5^/3) +3 (-4 oO + 4 8 + 7y* 8 + y2 (24 - 6o0 + 16/3) ) ) ;
■ i:' - 6 ! .·’ ‘
- ¥ ' ''
:<ν*· λ ·ν
A2 = y3 (4 - 9α0) - S^y (-4 +oO) - 6yo0 + — y (6+3C2 + 3Y2) (18 + δχ2 + 27Y2) /3;
6
Α3=ττ ("le^y2 (36 - 9 oO + (24 + 5 x2 + 21 y2 ) β)2 + l· ϊν
ί'y^'it .'/-V ·»·/■■’’; ···.■'·?, '■■fr.V*··'.-'"I “*-<£:· n, i" »¥ 1· ‘X* .1·-'·+*,'^» --'y'rV,^.y'■ y·^
‘ ' ‘ (-36 (ott - 3/3) + 5 x4 /3 + 6 x2 (12 - 3 oO + 8 /3 + 21 y2 /3) + 9 y2 (8 - 18 aO + 72 /3 + 45 y2 /3) ) ,
rvr. ,;·;>:
- : -·. ■·: vv' 
iv·;.
7 (5 x4 /3 - 6 x2 (-24 + 3 aO - 4 /8 - 5 y2 /3) +3 (-400 + 4)8 + 7^8+^ (24 - 6 aO + 16 8) ) ) ) ;
’ SI =ContourPlot3D[Al, {x, -1, 1), {y, -0.5, 0.5}, (aO, 0, 1.5),
Contours-» (0), PlotPoints-♦ (15, 15}];
^.i-v■■■;: "
. -·;
:·;■'· y.-V ' -·>Γ' +
32 =ContourPlot3D[A2, (x, -1, 1}, (y, -0.5, 0.5}, (oO, 0, 1.5},
Contours-» {0}, PlotPoints-» (15, 15}]; 1 „ ;
S3= ContourPlot3D [A3, (x, -1, 1}, (y, -0.5, 0.5}, (oO, 0, 1.5}, *" ■· ' | -
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Vtsym surf.nb
ClearAllfx, y, β, aO, al, RR, SS]
- *s|(C
VI = —— -x2 al (24 +β) + x3 ^8 - aO + 1 (4 + δγ2) β| -
al (y2 (12 + β) +2 (4 α12+β)) + x |-2 aO + 24 al2 + 2 β + ♦y2 (12 - 3 aO + 8 β) j ;
- 5 ' 27 y5 β
V2 = - 6 y (aO - 2 al2 - 3 β) + — X4 y β +-----------------2 xy al (12 + β) +
£ Λ'·;· 6· 2 *','ι "j·',/"’.rV.· ·'■'■ * J
y3 (4 - 9 aO + 36/3) + x2 y (12 - 3 aO + 8 β + 7 y2 β) ;
RR = FullSinplify[Eliminate[{Vl = 0, V2 = 0}, al]]
54 y (2 + x2 + 3 y2) aO "■ t ^ -
(-108 x2 (2+ x2) aO + 36 (28 y4 + 3 y2 (16 + 5 x2 + 24 y2) aO + 3 (2 + x2 + 3 y2)2 a02);
: : 6 (~6 x4 (2 + x2) + 4 (402 + 69 x2 + 5x4) ^ + 6 (566+ 91 x2) y4 + 1296ye + :
3 (2 + x2 + 3 y2} (96 + 36 x2 + 5 x4 + 42 (5 + x2 f y2 + 81 y4) aO) β +
■ (25 x8 + 27 (2 + y2)2 (5 + 9^) (17 + 27 y2) + 12 x6 (29 + 35 y2) + 3 x4 (695 + 1 684 y2
858 y4) + 36 x2 (176+. 632 y2 + 64 9 y4 + 189y6)) β2 + 2 x2 (6 + x2 + 3 y2) β3) = 
y (169344 y6 + 3024 y4 (5 x4 + 6 x2 (8 + 7 y2) + 3 (2 + y2) (22 + 27 y2) ) β >
18 (-9 x10 + 4 x8 (-9 + 5/) + 108 y2 (2 + y2)2 (5 + 9^) (37 + 54 y2) +
6 x6 (-6 + 250 y2 + 347 y4) + 12 x4 y2 (1225 + 2558 y2 + 1'401 y4) +
9 x2 y2 (5664 + 17 996^ + 18812 y4 + 5607 y6)) β2 +
(l25 x12 + 630 x10 (4 + 5 y2) + 2187 (2+y2)3 ( 2 + 3 y2) ( 5 / ^ y2)2 + : ;
. 9 x8 (2543 + 6502 y2 + 3615 y4) + 54 x6 (2244 + 8671 y2 + 9796 y4 + 3262 y6) + .
27 x4 (14904 + 75796 y2 + 128520 y4 + 86124 y6 + 19521 y8) +
54 x2 (2 + y2) (7560 + y2 (4.2614 + 27 y2 (3007 + 2274 y2 +567 y4 ) ) ))




ClearAllfx, y, β, aO, al/ RR, SS, TT]
SS =54y (2 + x2 + 3y2) aO
(-108x2 (2 + x2) aO + 36 (28y4 + 3jf? (16 + 5 j/ + 24 y2) aO + 3 (2 + x2 + 3y2)2 aO2) - 
6 (-6X4 (2 + x2) +4 (402 + 69x2 + 5 x4) y2 + 6 (566 + 91 x2) y4 + 1296y6 +
; 3 (2 + x2 + 3 y2) (96 + 36 x2 + 5X4 + 42 (5 + x2) y2 + 81 y4) aO) β +
(25 x8 + 27 (2 + γ2)2 (5 + 9Y2) (17 + 27 y2) + 12 x6 (29 + 35Y2) +3x4 (695 + 1684·^ +
βδβγ4) + 36 x2 (176 + 632y2 + 649y4 + 189y®) ) β2 + 2 x? (e + x^ + Sy2) β3) - 
(y (169344 y6 + 3024 y4 (5x4 + 6x2 (8 + 7Y2) +3 (2+y2) (22 + 27^)) β-
18 (-9x10 + 4 X8 (-9 + Sy2) + 108Y2 (2 + y2)2 (5 + 9Y2) (37 + 54 y2) + r V
6x? (-6 + 250y2 + 347 Y4) + 12 x4 y2 (1225 + 2558 y2 + 1401 y4) + .
9 x2 y2 (5664 + 17996 y2 + 18812y* + 5607y6) ) β2 + . t
(l25x12 + 630x10 (4 + Sy2) +2187 (2+y2)3 (2 + 3Y2) (5 + θγ2)2 +
9 x8 (2543+ 6502 y2 + 3615 y4) + 54 x6 (2244 + 8671 y2 + 9796 y4 + 3262y®) +
27x4 (14904 + 75796y2 + 128520Y4 + 86124^ + 19521 y8) +
54 x2 (2+y2) (7560 ty2 (42614 +27^ (3007 + 2274 y2 + 567 y4) )) ) 
β3 + 54 x2 (2 + xz + 3y2) (6 + χ2+3γ2)2β4));
TT = Collect [SS /. β-»0.1, (aO, αΟΛ2, αΟΛ3>]
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Vtsym surf.nb
·*-«·, · r
t 'A' '. · . U :
' tt. 4.·>
,v.';
- ·■ it / iS*
Iffff
Hffe ·&
-y (169344 y6 + 0.0054 x2 (2 + x2 + 3/) (6 + x2 + 3/)2 +
302.4 y4 (5 x4 + 6 x2 (8 + 7 y2) + 3 (2 + y2 ) (22 + 27/)) -
0.18 (-9 x10 + 4 x® (-9+5 /) + 108 y2 (2 + y2)2 (5 + 9 y2) (37 + 54 /) +,
·,- 6 x6 (-6 + 250 y2 + 347 y4 ) + 12 x4 / (1225 + 2558/ + 1401 /) +
9 x2 / (5664 + 17996/+ 18812 y4 + 5607 y6)) + . .
0.001 (125 x12 + 630 x10 (4 + 5 y2) + 2187 (2 + / )3 (2+3/) (5 + 9/)2 +
9 x8 (2543+ 6502/+ 3615 y4 ) + 54 x6 (2244 + 8671 y2 + 9796 y4 + 3262/) +
/ 27 x4 (14904 + 75796/ + 128520 y4 + 86124 y6 + 19521 /) +'
54 x2 (2 + /) (7560 + / (42614 + 27 / (3007 + 2274 / + 567 y4)) ))) +
(194.4 x4 (2 + x2) y (2 + x2 + 3/) - 129.6 (402 + 69 x2 + 5 x4) / (2 + x2 + 3/) +
544 32 / (2 + x2 + 3 / ) -194.4 (566 + 91 x2) / (2 + x2 + 3/ ) -
41990.4 y7 (2+x2 + 3/ )+ 0.108x2y(2 + x2 + 3/) (6 + x2 + 3/ ) +
0.54 y (2 + x2 + 3 /) (25 x8 + 27 (2 + /)2 (5 + 9 /) <17 + 27 /) + 12 x6 (29 + 35 /) + 
3 x4 (695 + 1684 / + 858 y4) + 36 x2 (176 + 632 / + 64 9 y4 + 189 y6))) crO +
(-5832 x2 (2 + x2) y (2 + x2 + 3 / ) + 5832/ (2 + x2 + 3 / ) (16 + 5 x2 + 24 /) -
97.2y (2 + x2 + 3 / )2 (96 + 36 x2 + 5 x4 + 42 (5 + x2) / + 81 y4)) 









M ·. 1 \
(0.333333 (-37324.8 - 74649.6x2 - 48600. x4 - 11275.2 x6 - 486.x8 - 6998.4 / -79315.2
x2/ 6998.4 x6 / + 199454 . y4 - 6998.4 x2 y4
36741.6x4 y4 + 141718. .y6 - 83980.8 xz y6 - 70858.8 y8)) /
- 51904.8 x4 /
“
(4 6656. + 69984 . x2 + 34 992. x4 + 5832. x6 + 209952. / + 209952. x2 / + 




( (0.209987 - 0.363708 i).(-l. (-37324.8 + 74649. 6x2 - 48600. x4 - 11275.2x6 -
486. x8 - 6998.4 /.- 79315.2x2 / - 51904.! 
6998.4 x2 y4 - 36741.6 x4 y4 + 141718'. y6
x4/ 6998.4 x6 / +199454 . y4
83980.8 x2 y6 - 70858.8 /) Λ2 +
3. (46656. + 69984.,x2 +34992. x4 + 5832. x6 + 209952. / + 209952. x2 / 
52488. x4 / + 314928. y4 + 157464 . x2 y4 + 157464. y6) (
(9914.4 + 11801.4 x2 + 6451.7 x4 + 2279.45 x6 + 409.32 x8 + 13.5 x10 - 
4 5820.1 / - 13391.6x2 / +■ 1204 8.6x4 / +3680.64 x6 / + 267.3 x8 / 
137820. y4 - 23506.8 x2 y4 + 394 6.32 x4 y4 + 2070.36 x6 y4 - 117413. y6 -
314 92.8 x2 y6 + 7844.04 x1 / - 63772.9 /+ 14565.4 x2 y8 + 10628.8 y:0) ) ) / 




x4 / + 314928. y4 +157464.x2 y4 + 1574 64. y6)
9.74239x 1013 x2 + 4.81207 x 1014 x4 + 1.01127 x IQ15 x6 +
1.19319x 1015 x8 + 8.7187xl014 x10 + 4.07789x 1014 x12 + 1.21001xl014 x14 +
2.15587 x 1013 x16 + 2.01238xl012 x18 + 6.95271 x 1010 x20 + 6.61198x10® x22 + 
2.98023x10-® x24 + 4.8367 9x 1012 / + 1.07425 x 1014 x2 / + 7.95527x1014 x4 /












1.41862x 1012 x18 /' + 1.98 3 5 9x 1010 x20 / + 0. x2 
7.08985x 1014 x2 y4 + 1.17216xl014 x4 y4 - 6.42808 x 1014 x6 y4 - 
3.58 628x 1014 x® y4 + 1.98168xl014 x10 / + 2.48711xl014 x12 y4 +
8.72235x 1013 x14 y4 + 1.15201xl013 x16 y4 + 2.67785x1ο11 x18 y4 +
0. x20 / + 8.2 8 8 9 4 xlO15 y6 + 3.52041 x 10^6 x2 / + 4.98541 x 1016 x4 y6 +.■'■ 
3.28898x 1016 x6 /+ 1.10219xl016 x8 y6 + 1.9687xlO18 x10 y6 +
2.70493x 1014 x12 / + 4.2117x1ο1? x14 ye + 2.14228x 1012 x16 y6 + (
0.‘ x18 y6 + 6. 03249xlO16 / + 2.18035χ 1017 x2 / + 2.64079x 1017 x4 / +
1.44141 x IQ17 x6/ + 3.61322x 1016 x8 y8 + 3.28608x 1015 x10 / +
1.61706xl013 x12 / + 1.1247 x 1013 x14 y® + 0. x16 y® + 2.08929x 1017 y10 +
5.86022x 1017 x2 /° + 5.34 37 x 1017 x4 y10 + 1.96832x 1017 x6 y10 +
2.39129x 1016 x8 /° - 4.71556xl014 x10 /° + 4.04 891 x 1013 x12 /° :
A. ΑργυροπούλοΌ 
E. Ευαγόροο
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Xi'ri
0.03125 X1· y10 + 4.009x1017 yiz
8.57325 x 10l® x6 y12 - 1.98325 x 1015 
0. x:
3.8872x10 
1.61365 xlO17 x2 y16
y**· + 8.1348 x 1017 x2 y11
y12






12 y12 + 4.39713x 1017 y14 + 5.73461 x 10 17
χ10 yl2 +
x2 y14 + 1.63977x10
14 xe yl4 _ o.25 x 
■>15 v4
17 χ4 y14 _
y14 + 2.5935 x 1017 y16 +
3.91839x 1015 x4 y16 + 1.95215xlO14 x6 y16 + 1. x8 y16 •s, .7
•>14 X4 y18 + 0.5 x6 y18 +6.40437 x lO16 y18 - 1.64 04 6xl015 x2 y18 + 1.3014 4x10 
8. y20 + 3.90431xl013 x2 y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24 +
V ( (2.539x lO10 + 9.74239x 1013 xz + 4.81207 x 1014 x4 + 1.01127x1ο1 
1.19319xl015x8 + 8.718/xlO14 x10 + 4.07789x1ο1 
2.15587x 1013 x16 + 2.0 1 23 8 x 1012 x18 + 6.95 271x 1010 x20 + 6 . 61198x 10® x22 +
2.98023x10“® x24 + 4.8367 9xl012 y2 + 1.07425x10
-iis
x2 y2 +7.95527x10 14
l15 x6 y2 + 2.35798x 1015 x8 y2 + 1.64507xl015 x10 
6.90278 x 1014 x12 y2 + 1.71868 x lO14 x14 y2 + 2.34397x 1013 x16 y2 + .. .
x4 y2 + 1.94133xl0 8xl 07x1 Y2
12 „18x*“ y2 + 1.98359x101.41862x10
7 .^08985 x 1014 x2 y4 .+■ 1.17216 x 1014 x4 y4
x20 y2 + 0. x22 y2 + 3.21133 x 1014 y4 +
6.42808x 1014 x6 y4 -
3.58628x 1014 x8 y4 + 1.98168xlO14 x10 y4 + 2.48711 x 1014 x12 y4 + 
8.72235 x 1013 x14 y4 + 1.15201x1ο1 y4 + 2.67785x10 11 x18/ +
0. x20 y4 + 8.28894x10 
3.28898 x 1016 x6y6 +1.10219x10
yb +3.52041x10 
16
1 x2 y6 + 4.98541 x 1018 x4 y6 +
y6 + 1.9687 x 1015 x10 y6 +
2.70493x 1014 x12 y6 + 4.2117xl01J x13 „14 y6 + 2.14228x10
17
15 χ10 
12 „16 y6x‘“ y“ +
0. x18 y6 + 6. 03249x 1 016 yi!+ 2.1 8035xlO:1 x2 y8 + 2.64079x IQ17 x4 y8 +
1.44141X101 ' x6 y8 +3.61322x1016 „8x" y8 + 3.28608x10 15 ^10 y®
1.61706x 1013 x12 y8 + 1.1247 x 1013 x14 y8 + 0. x16 y8 + 2'. 08929x 1017 y10 + ■ : 
5.86022 x 1017 x2 y10 + 5,34 37 x 1017 x4 y10' + 1.96832x 1017 x* y10 +




0.03125 x14 y!0 + 4.009x 10lr y12 + 8.1348 x 1017 x2 y12 + 4.86699x 1017 x4 y12 +7
8.57325x10 
0. x12 y12
16 x6 y12 1.98325.x 101 x8 y12+ 1.01223 x1ο1 x10 y12 +
+ 4.39713 x 1017 y14 + 5.73461 x 1017 x2 y14 + 1.63977xlO17 x4 y14 -
3.8872 x 1015 x6 y14 + 1.73525'x 1014 x8 y14 -0.25 x10 y14 + 2.5935 x 1017 y16 +
1.61365x 1017 x2 y16 - 3.91839xl015 x4 y16 + 1.95215x 1014 x6 y16 + 1. x8 y16 + 
- 1.64046x 101S x2 y18 + 1.3014 4 xlO14 x4 y18 - 0.5 x6 y18 +6.40437xlO16 y%
8. y20 + 3.90431 x 101 xz y20 + 0 x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24) Λ2 +
4. (-1. (-37324.8 - 74649. 6 x2 - 48600. x4 - 11275.2 x6 - 486. x8 - 6998.4 y2 -
79315.2x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x6 y2 + 199454 . y4 - 6998.4 x2 y4 - 
36741.6 x4 y4 +141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8) Λ2 +
3. (46656. + 69984 . x2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 +
209952. x2 y2 + 52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464 . x2 y4 + 157464 . y6) 
(9914.4 + 11801.4 x2 + 6451.7 x4 + 2279.45 x6 + 409.32 x8 +
13.5 x10 - 45820.1 y2 - 13391.6 x2 y2 + 1204 8.6 x4 ^ + 3680.64 x6 y2 + 
267.3 x8 y2 - 137820. y4 - 23506.8 x2 y4 + 3946.32 x4 y4 +
2070.36 x6 y4 - 117413. y6 - 31492.8 x2 y6 + 7844.04 x4 y6 - 
63772.9 y8 + 14565.4 x2 y8 + 10628.8 y10) )-Λ3))Λ(1/3)| - 
132283 + 0.229122 i) (2.539x lO10 + 9.74 239x 1013 x2 + 4.81207x 1014 x4 +
1.01127 x 1015 x6 + 1.19319xl015 x8 + 8.7187 xlO14 x10 +
4.0778 9 x 1014 x12 + 1.21001xl014 x14 + 2.15587 x 1013 x16 +
2.01238xl012 x18 + 6. 95271 xlO10 x20 + 6.61198x10® x22 + ’7
2.98023x10·® x24 + 4.8 3 6 7 9xl012 y2 + 1.07425x 1014 x2 y2 +
7.95527x10 4 y2 + 1.94133 x 1 n15 
10 y2 + 6.90278x10
x8 y2 + 2.35798 x lO.1 
14 x12 y2 + 1.71868x10
. 2.34 397x 1013 x16 y2 + 1.41862x 1012 x18 y2 + 1.98359x10 
0.' x22 y2 + 3.21133xl014 y4 + 7.08985x 1014 x2 y4 +’ ;
x8 y2 +
14 x14 y2 +1
10 X20 y2 +. - V:.4- ·
1.17216x 1014 x4 y4 6.42808x 1014 x6 y4 - 3.58628x10 14 v8 y4 +
1.98168X101
1.15201 x 1013 x16 y4 + 2.67785x 10 
8.28894 x 1015 y6 + 3.52041 x 1016 x2 y6 + 4.98541 x l0
x10 y4 + 2.48.711xl014 x12 y4. + 8.72235x 1013 x14 y4
x18 y4 + 0. x20 y4 +
16 x4 y6 +
3.28898x 1016 x6 y6 + 1.10219xl016 x8 y6+ 1.9687x 10ls x10 y6 +
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· '·' > " .'.%+ '
-Λ£ VS.
*- .· ' ι-v..' ,
'■isi- K?.'v.V.:
2.70493 x 1014 x12 y6 + 4.2117xl033 x14 y6 + 2.14228x 1012 x16 y6 +
; 0. x18 y^V 6.0324 9x l016 y8 + 2.18035.x 10l7x2 y8 + 2.64079x 1037 x4 y* + :
1.44141 x 1037 x6 y8 + 3.61322x 101.6 x8 y8 + 3.28608x 1015 x30 y8 + '(fS
1.61706 x 1013 xiz y8 + 1.1247 x 1033 x14 y8 + 0. x16 y8 +
2.08929x 1017 y30 + 5.86022xl017 x2 y10 + 5.3437 x 1017 x4 y10 +
1.96832x 1017 x6 y10 + 2.39129xl016 x8 y30 - 4.71556xl014 x10 y10 +
4.04 891 x 1013 x12 y10 - 0.03125 x14 y10 + 4.009xl017 y12 +
8.lb48xl037 x2 y12 + 4.86699x 1017 x* y12 + 8.57325x 1036 x6 y32 - 
1.98325x IQ15 x8 y12 + 1.01223x 1014 x10 y32 + 0. x12 y12 +
4.39713x 1017 y14 + 5.734 61xl017 x2 y34 + 1.63977xlO17 x4 y14 
3.8872 x 1015 x6 y11 + 1.73525 x 1014 x8 y14 -0.25χ10>44 +
2.5935x 1017 y16 + 1.61365xlO17 x2 y16 - 3. 91839xl015 x4 y16 +
1.95215x 1014 x6 y16 + 1. x8 y16 + 6.40437x 1016 y18 - , ‘
1.64 046x 1018 x2 y1? + 1.30144 x 1014 x4 y18 - 0.5 x6 y18 + 8. y20 + \ ;
3.90431xl013 x2 y28 + 6. x4 y20 - 1. y22 + 0.5x2 y22 + 0. y24 + ;
V ((2.539x 1010 + 9.74239x 1013 x2 + 4.81207xl014 x4 + 1.01127x 1015 x6 +
|v :· 1.19319x 1035 xff + 8.7187 x 1014 x10 + 4 07789x 1014 x12 + 1.21001 x l014 x14 + ,
2.15 5 8 7 x 1013 x16 + 2.0 1 2 3 8 x 1012 x18 + 6.95 271 x 1010 x20 + 6.61198x 108 x22 4 
2.98023x10-® x24 + 4.8 3 6 7 9x 1012 y2 + 1.07425x 1014 x2 y2 + 7.95527x 1014 
; x4 y2 + 1.94133xl015 x6 y2 + 2.35798 x 1015 x8 y2 + 1.64507xl015 x18 y2 +'
6.90278xlO14 x12 y2 + 1.71868x 1014 x14 y2 + 2.34397x 1013 x16 y2 +
1.41862x 1012 x18 y2 + 1.98359xl010 x20 y2 + 0. x22 y2 + 3.21133xl014 y4 +
; 7.08985xl014 x2 y4+i.l7216xl014 x4 y4 - 6.42808xl014 x* y4-
3.58628 xΙΟ14 x8 y4 + 1.98168 x lO14 x10 y4'+ 2.48711 x 1014 x12 y4 +
8.72235 x lb13 x14 y4 + 1.15201 x 1013 x16 y4 + 2.67785x 1011 x18 y4 + : 'r|i ';'v'
0. x20 y4 + 8.28894 xlO15 y6 + 3.52041xl016 x2 y6 f 4.98541 xlO16 x4 y6 t 
3.28898 xlO16 x6 y6 +1.10219X1016 x8 y6 + 1.9687 xl015x10y6+ ■■ ·■/ 7
2.70493x 1014 x12 y6 + 4.2117x 1013 x14 y6 + 2.14228x 101Z x16 y6 + ; .
0. x18 y6 + 6.0324 9xl016 y8 + 2.18035x 1017 x2 y8 + 2.6407 9x 1017 x4 y8 +
1.44141 x 1017 x6 y8 + 3.61322x 1016 x8 y8 + 3.28608x 1015 x10 y8 +
1.61706xl013 x12 y8 + 1.1247xlO13 x14 y8 + 0. x16 y8 + 2.08929x 1017 y10 +
5.86022 x 1017 x2 y30 + 5.34 37 x 1017 x4 y30 + 1.96832X 1037 x6 y18 +
2.39129x 1016 x8 y‘° 4.71556x 1014 x30 y30 + 4.04891xl013 x32 y10 - '
0.03125 x14 y10 + 4.009xl017 y12 + 8.1348xl017 x2 y12 + 4.86699x 1037 x4 y12 + 3
-?ί;.ΐ
8.57325 x 1016 x6 y32 1.98325xl015 x8 y32 + 1.01223x 1034 x30 y32 +
0. x32 y32 + 4.3 97 1 3 x 1017 y14 + 5.734 61 x 1037 x2 y34 + 1.63 9 77 x 1017 x4 y34 
3.8872 x 1015 x6 y34 + 1.73 5 2 5 x 1034 x8 y34 0.25 x30 y34 + 2.5935x1017 y!6 .
:‘.;r ii w
1.61365x 1017 x2 y36 - 3.91839x 1035 x4 y16 + 1.95215x 1014 x6 y16 + 1. x8 y36 + 
6.4 0 4 3 7x 1036 y38 - 1.6404 6x 1035 x2 y38 + 1.30144 x 10.14 x4 y18 - 0.5 x6 y18 + ί 
8 . y20 + 3.90431 x 1038 x2 y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24) Λ 2 +
(-1. (-37324.8 - 74 64 9.6 x2 - 4 8600. x4 - 11275.2 x6 - 486. x8 - 6998.4 y2 - 
79315.2 x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x6 y2 + 199454. y4 6998.4 x2 y4
36741.6x4 y4 + 141.718 y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8) Λ2 +
3. (46656. + 69984. x2 + 34992. x4 +5832. x6 + 209952. y2 + 209952.
x2 y2 + 52488. x4 y2 + 314928. y4 + 1574 64 . x2 y4 + 1574 64 . y6) (9914.4 + 
11801.4 x2 + 64 51.7 x4 + 22 7 9.4 5 x6 + 4 0 9.32 x8 + 13.5 x30 - 4 5 8 2 0.1 y2 -. 
13391.6 x2 y2 + 1204 8.6 x4 y2 + 3680.64 x6 y2 + 267.3 x8 y2 - 137820. y4 - 
23506. 8 x2 y4 + 394 6.32 x4 y4 + 2070.36 x6 y4 - 117413. y6 - 31492.8 x2 
y6 + 7844.04 x4 y6 - 63772. 9 y8 + 14 565.4 x2 y8 + 10628.8 y30) ) Λ 3)) Λ
(1 /3)) / (46656. + 69984. 
y2 + 209952.
sz + 34 992. x4 + 5832. x6 + 209952.
y2 + 52488.
x4
y2 + 314928, 
y4 + 1574 64 .
Λ. ΑργΌροπούλοΌ
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y6)}» ' . .
(aO -+- (0.333333 (-37324.8 - 74 64 9.6x2 - 4 8 600. x4 - 11275.2x6 - 
4 86. xe - 6998.4 y2 - 79315.2 x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 
6998.4 x6 y2 + 199454 . y4 - 6998.4 x2 y4 - 36741.6 x4 y4 +
141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8)) /
(46656. + 69984 . x2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 +
; 209952. x2 y2 + ·Γ.ΐ' . ,.'Γ
52488. x4 y2 +
314928. y4 + «; ·' ψϊϊ 
157464. x2 y4 +
■: 157464 . y6) + : ’ : φ .. ; 1
( (0.209987 + 0.363708 i) (-1. (-37324.8 - 74 64 9.6 x2 - 48600. x4 - 11275.2 x® - 
' . ... 4 8 6. x® - 6998.4 y2 -79315.2x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x® y2 +. 199454 . y4 - -




... 7.:·- . .
 36 .   8
3. (46656. + 69984. x2 + 34 992, x4 + 5832. x® + 209952. y2 + 209952. x2 y2 + 
52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464; x2 y4 + 157464. y6) ll 
(9914.4 + 11801.4 x2 + 64 51.7x4 + 2279.4 5 x6 + 4 09.32 x® + 13.5 x10-:
4 5820.1 y2 - 13391.6x2 y2 + 1204 8.6x4 y2 + 3680.64 x6 y2 + 267.3 x® y2 -
137820. y4 - 23506. 8 x2 y4 + 394 6.32 x4 y4 + 2070.36x®y4 - 117413,. y6 - ; ;
31492.8 x2 y6 + 7844.04 x4 y6 - 63772.9 y8 + 14 565.4 x2 y® + 10628.8/°) ) ) /
((46656. + 69984. x2 + 34992. x4 + 5832. x® + 209952, y2 +209952. x2 y2 +
52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464 . x2 y4 + 157464’. y6K 
(2.539xl010 + 9.74239x 1013 x2'+ 4.81207xlQu x4+ 1.01127 x 1015 x® +
1.19319x 1015 x® + 8.7187x 10“ x1® + 4.07789xlQ14 x12 +
,18 .
ij* '(Τ'
6.95271 x ΙΟ10 x20 + 6. 61198x10® x22'+2.98023x10-® x24 +
4.8367_9x 1012 y2 + 1.07425x 1014 x2 y2 + 7.95527x10“ x4 y2 +
1.94133xl0lS x6 y2 + 2.35798x l0ls x® y2 + 1.64507x 1015 x10 y2 +. 
6. 90278 x 1014 xlz y2 + 1.71868x10“ x“ y2 + 2.34397 x 1013 x16 y2 + 
1.41862 x 1012 x1® y2 + 1.98359X1010 x20 / + 0.'x22 y2 + . 
3.21133xl014 y* + 7.08985x10“ x2 y4 + 1.17216x 10“ x4 y4- 
6.42808x10“ x6 y4 - 3.58628x10“ x® y4 + 1.98168x10“ x10 y4 +
V.;
2.48711 x 10“ x12 y4 + 8.72235X1013 x“ y* + 1.15201 x 1013 -.14 y +
2.67785x 1011 x10 y4 + 0. x2U y4 + 8.28894 x 1015 y® +
3.52041 x 1016 x2 y6 + 4.9854lx 1016 x4 y6 + 3.28898x 1016 x6 y® +■,Ί/;·':
1.10219χ 1016 x0 y° + 1.9687 x1ο1 1 y6 + 2.704 93xl014 x1^ yb +
4.2117 x 1013 x“ y® + 2.14228x 1012 x16 y® + 0. x18 y® +
6.0324 9x 101® y® + 2.18035xl017 x2 y® + 2.64 079x 1017 x4 y® + 
1.44141 x 1017 x® y® + 3.61322x 1016 x® y® + 3.28608x1015 x10 y® + ' ' 
1.61706x 1013 x12 y8 + 1.1247 x 1013 x“ y® + 0. x16 y® + ''
2.08 929 x 1017 y10 + 5.86022xl017 x2 y10 + 5.3437xl017 x4 y10 +
1.96832x 1017 x® y10 + 2.39129x 101® x® y10 - 4 ·71556χ 1014 x10 y10 + 
4.04 891 x 1013 x12 y10 - 0.03125 x“ y10 + 4.009xl017 y12 +
8.1348 x 1017 x2 y12 + 4.86699 x 1017 x4 y12 + 8.57325xl016 x® y12 - 
1.98325x10^ x® y12 + 1.01223 x 1014 x10 y12 + 0. x12 y12 +
4.39713 x 1017 y“ + 5.73461xl017 x2 y14 + 1.63977x1ο1>17 χ4 y14
*··
·■■,: 3.8872Χίο15 X® y14 + 1.73525x 10“ x® y“ - 0.25x10 y“ +
2.5935 x 1017 y16.+ 1.61365x 1017 x2 y1® - 3.91839x 1015 x4 y1® +
1.95215x 10“ x® y1® + 1. x® y16 + 6.40437x 101® y18- 
1.64046xl015 x2V8 + 1.30144x10“ x4 y1® - 0.5 x® y18 + 8. y20 +
3.90431x 1013 x2 y2® + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24 + .- 
, V ( (2.539xl010 + 9.74239xl013 x2 + 4.81207x10“ x4 + 1.01127xl015 x® +
1.19319x 1015 x® + 8.7187x10“ x10 + 4.07789x10“ x12 +1.21001x10“ x“ + 
2.15587 x 1013 x16 + 2.01238 x 1012 x1® + 6.95271xl010 x20 + 6.61198x10® x22 +
• . *&*.· l-
A. ΑργνρσποόλοΌ 
E. Ευαγόρον
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2.98023x10-® x24 + 4,83679x 1012 y2 + 1 ’ 07425x 1014 x2 y2 + 7.95527 xlO14 4 
x4 y2 + 1.94133x 1015 x* y2 + 2.35798x 10lS x® y2 + 1.64507xlO15 x10 y2 + - 
6. 90278 x 1014 x12 y2 + 1,71868 x 1014 x14 y2 + 2.34397x 1013 x16 y2 + ·■-. ; ; S*
1.41862x 1012 x18 y2 + 1.98359x 1010 x20 y2 + 0. x22 y2 + 3.21133x 1014 y4 +
7.08 985 x 1014 x2 y4 + 1.17216xl014 x4 y4 - 6.42808xl0u x®y4 - 
3.58628 x 1014 x® y4 + 1.98168 χ 1014 x10 y4 + 2.48711 x 3 O14 x12 y4 + :
8.72235x 1013 x14 y4 + 1.15201 x 1013 x16 y4 + 2.67785x1ο11 x18 y4 +
0. x20 y4 + 8.28894 xlO15 y® + 3.52041 χ 1016 x2 y® + 4 .9854lx 1016 x4 y6 + ψ 
3.28898 x ΙΟ16 x6 y6 + 1.10219 x 1016 x® y6 + 1.9687 x lp15 x10 y6 +
2.70493x 1014 x12 y6 + 4.2117xl013 x14 y6 + 2.14228xl012 x16 y6 + '
0. x18 y6 + 6.03249xl016 y® + 2.18035x 1017 x2 y® + 2.64079xl017 x4 y® + .
- 1.44141 x 1017 x6 y® + 3.61322 x 1016 x®y® + 3.28608xl015 x10 y® +
1.61706x 1013 x12 y® + 1.1247xl013 x14 y® + 0. x16 y® + 2.08929xl017 y10 +
5.86022x 1017 xz y1;0 + 5.3.437 x IQ17 x* y10 + 1.96832x 1017 x6 y10 + - 
2.39129x 1016 x® y10 - 4.71556x 1014 x10 y10 + 4.04891 x 1013 x12 y10 - 
0.03125 x14 y10 + 4.009xl017 y12 + 8.1348xl017 x2 y12 + 4.86699xl0*7 x4 y12 + 
8.57325 x 1016 x6 y12 - 1.98325x 1015 x® y12 + 1.01223xl014 x10 y12 + *,






3.8872 x 1015 x6 y14 + 1.73525 χ 1014 x® y14 -0.25x10 y14 + 2.5935xl017 y16 +
1.61365 χ 1017 x2 y16 - 3.91839x 1015 x4 y16 + 1.95215xl014 x6 y16 + 1. x® y16 +
6.40437 χ 1016 y18 - 1.64 04 6xl015 x2 y18 + 1.3014 4 x lO14 x4 y1® - 0.5 x6 y18 + ;
8. y20 + 3.90 4 31 χ 101.3 x2 y20 + 0: x4 y20 -1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0.: y24) Λ2 + % >['./
4. (-1. (-37324.8 74649.6x2 - 48600. χ4 11275.2 x6 - 486. x® - 6998.4 y2 - ; ;
:' , 79315.2 x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x6 y2 + 199454. y4 - 6998.4 x2 y4 -
36741.6 x4 y4 -t 1 41718 . y6 - 83980.8 x2 y6 70858.8 y8) Λ2 + ; - ? ’ . '
; 3. (46656.-t 69984. x2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 *
209952. x2 ^ + 52488. x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 . χ2 y4 +157464 . y6) .
v-: (9914.4 +11801.4 x2 + 6451.7 χ4 + 2279.45X6 + 409,32x® + · i
13.5 x10 - 45820.1 y2 -13391.6 x2 y2 + 12048.6 x4 y2 + 3680.64 χ6 y2 +
267.3x^ y2 - 137820. y4 - 23506.8 x2 y4 + 3946.32 x4 y4 + ' V- ..Π;*!
.. 2070.36 x6 y4 - 117413. y6 - 314 92.8 x2 y? + 7844.04 x4 y6 +
63772.9 y® + 14565.4 x2 y® + 10628.8 y10)) Λ 3)) Λ (1 / 3)) - '
132283- 0.229122 i j (2.539x ΙΟ10 + 9.74239x 1013 x2 + 4.81207xl014 x* +
1.01127 χ 1015 x6 + 1.19319xio15 x® . 8.7187xl014 x10 + · ? .■
4.07789χ 1014 x12 + li21001 χ 1014 x14 + 2.15587χ 1013 x16 + ■ Y’-Wik 'r':T
2.01238 χ ΙΟ12 x18 + 6. 95271 x lO10 x20 + 6 . 61198x10® x22 +
2.98023x10-® x24 + 4.8367 9xl012 y2 + 1.07425xlO14 x2 y2 +
7.95527 χ 1014 x4 y2 + 1.94133x 1015 x® y2 + 2.35798 χ 1015 x® y2 +
1.64507 χ 1015 x10 y2 + 6. 90278x1014 x12 y2 + '
1.71868χ 1014 x14 y2 + 2.34397xlO13 x16 y2 +
1.41862x 1012 x1B y2 + 1.98359x 1010 x20 y2 + 0. x22 y2 +
3.21133χ 1014 y4 + 7.08985 χ 1014 x2 y4 + 1.17216x 1014 x4 y4 -
1.98168 χ 1014 x10 y4 +
./+ ·. ·
14 x® y46.42808x10 
2.48711 χ 1014 
2.67785xlO11 x18
3. 58628x 1014 x® y4 ‘V
x12 y4 + 8.72235x1ο1 k14 y4 + 1.15201 χ 1013 x1® y4 +
y4 + 0. χ·20 y4 + 8.28894x1015 y® +
3.5204 1 χ 101® x2 y® + 4.98541 χ 101® x4 y® + 3.28898 χ 1016 x® 
1.10219x 101® x® y6 + 1.9687xl015 x
y6
λ13 χ14 y6 + 2.14228xl012 x1® y®
10 y® + 2.70493x 1014 x12 y® + 
+ 0. x1,18 ye .4.2117 x1ο1
6.0324 9x 101® y® + 2.18035xl017 x2 y® + 2.64 07 9x 1017 x4 y® +
1.44141 χ 1017 x® y® + 3.61322xl016 x® y® + 3.28608χ 1015 x10 y® +
. 1.61706 xlO13 x12 y® + 1.1247 x 1013 x14 y® + 0. x16 y® +
. 2.08929χ 1017 y10 + 5.86022x 1017 x2 y10 + 5.3437χ 1017 x4 y10 +
1.96832xlO17 x® y1.0 + 2.39129x 1016 x® y10 - 4,71556x 1014 x10 y10 
4.04891 χ 1013 x12 y10 - 0.03125 x14 y10 + 4.009xlO17 y12 +
8.1348 xlO17 x2 y12 + 4.86699x 1017 x4 y12 + 8.57325xl016 x® y12 - 
1.98325 xlO15 x® y12 + 1.01223x 1014 x10 y12 + 0. x12 y12 +
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4.39713X101-7 y“ + 5.734 61 x 1017 x2 y14 + 1.63977 xlO17 x4 y14 - 
3.8872 x 1015 x6 y14 + 1.73525x 1014 x8 y14 - 0.25 x10 y14 + -· ? : 1
2.5935 x lO17 y16 + 1.61365x 1017 x2 y“ -3.91839x10“ x4 y“ +
1.95215xlQu x6 y16 + 1. x8 y16 + 6.40437xl016 y18 - . ^ f , .
7 , 1.64 04 6x10“ x2 y18 + 1.3C144x 1014 x4 y18 - 0.5 x6 y18 + 8. y20 i ‘
3.90431 x 10“ x2 y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24 +
V ((2. 539x 1010 + 9.74239 x 1013 xz + 4?81207 x 1014 x4 + 1. θίΐ27κ 10“ x6 +
1.19319x10“ x8 + 8.7187 x 1014 x10 + 4.07789x 1014 x12 + 1.21001 x 1014 x14 +
: 2.15587x 1013 x16 + 2.01238 x 1012 x18 + 6.95271xl010 x20 +'6.61198xΙΟ8 x22 +
' 2.98023xl0‘e x24 + 4.83679xl012 y2 + 1.07425xl014 x2 y2 4 7.95527 x 1014 '
X4 y2 + 1.94133 x 10“ x6 y2 + 2.35798 x 10“ x8 y2 + 1.64507 x 1015 xio y2 + ■
: 6.90278 x 1014 x12 y2 + 1.71868x 1014 x14 y2 + 2.34397x10“ x16 y2 +
yt? .1.41862x 1012 x18 y2 + 1.98 3 5 9x 1010 x20 y2 + 0. x22 y2 + 3.21133x 1014 y4 +
7.08985xl014 x2 y1 +1.17216χΪ014 x4 y4 - 6.42808xl014 x6 y4 - \ f
3.58628 x 1031 x8 y4 + 1.98168 x lO14 x10 y4 + 2.48711 x 1014 x12 }/*_.+■
: >H y.’f'i
■ Λ
8.72235x10“ x14 y4 + 1.15201 xlO13 x16 y4 + 2.67785xl0n x18 y4 +
0. x20 y4 + 8.28894x10“ y6 + 3.52041x10“ x2 y6 + 4.98541x10“ x4 y6 + 
3.28898x10“ x6 y6 + 1.10219x10“ x8 y6 + 1.9687x10“ x10 y6‘+ ‘ v’ v
2.70493x 1014 x12 y6 + 4.2117x10“ x14 y6 + 2.14228x 1012 x“ y6 + ”
0. x18 y6 + 6.03249x10“ y8 + 2.18035xl017 x2 y8 + 2.64079xl017 x4 y8 + J
1.44141 xlO17 x6 y8 + 3.61322x10“ x8 y8 + 3.28608 x 10“ x10 y8 +
1.61706x10“ x12 y8 + 1.1247x10“ x14 y8 + 0. x“ y8 + 2.08929xl017 y10 +
5.86022 x 1017 x2 y“ + 5.3437 x 1.017 x4 y10 + 1.96832x 1017 x* y10 + ' v .
, 2.39129x10“ x8V0 - fftll556x lO14 χ“ ν8 + 4.04891x10“ xiz y10 - .
Oi 03125 x14 y10 + 4.0Q9xl017 y12 + 8.1348xl017 x2 y12 + 4.86699x 1017 x4 y12 +
8.57325 x 10“ x6 y32 - 1.98325x 10“ x8 y12 + 1.01223x 1014 x1® y32 + ■■ ■■■
0. x12 y12 + 4.39713 XlO17 y14 + 5.734 61 xlO17 x2 y14 + 1.63977 x 1017 x4 y14 -
17 y“ +3.8872x 10“ x6 y14 t 1.73525.x 1014 x8 y14 - 0.25 x10 y14 +2.5935x10 
1.61365x lO17 x2 y“ - 3.91839x 10“ x4 y“ + 1.95215x 1014 x6 y16 + 1. x8 y16 +:
’ 6.40437x10“ y18 - 1.64 04 6x IQ15 x2 y18 t 1.30144x10“ x4 y18 0.5 x6 y18 +. r'f
8. y20 + 3.90431X10“ x2 y2l)+ 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0 , y24) Λ jz + · ·
4. (-1. (-37324.8 - 74 64 9.6 x2 - 48600. x4 - 11275.2 x6 - 486.x® - 699814 y2 - 
79315,2 xz y2 51 904.8 x4 / - 6998.4 X6 y2 + 199454. y4 - 6998.4 x2 y4 
36741.6 x4 y4 + 141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8) Λ 2 +
3. (46656,,+ 69984. x2 + 34992. x4 + 5832. x6 +209952. y2 +209952.-
Λ>;]-
-Ϊ .<·' ·■
x2 y2 + 52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464. x2 y4 t 157464. y6) (9914.4 + ' -
11801.4 x2 + 64 51.7 x4 + 2279.45 x6 + 409. 32 x8 + 13.5 x10 - 45820.1 y2 - 
13391.6 x2 y2 + 1204 8.6x4 y2 + 3680.64 x6 y2 + 267.3 x8 y2 - 137820. y4 - 
23506. 8x2 y4 + 3946.32 x4 y4 + 2070.36x6 y4 - 117413. y6 31492. 8 x2
\ Zi*^· -5
y6 + 7844.04 x4 y6 - 63772.9y8 + 14 565.4 x2 y8 + 10628.8^°)) λ3)) ■ tr-'K
(1 /3)) / (4 6656. + 69984. x2 + 34 992. x4 + 5832. x6 + 209952. 
y2 + 209952.
y2 . 52488.
’■; y2 + 314 928’.
y4 + 157464. . . i
y4 +157464, ,(Γ·· ‘ ’
• y6)}' : 5 ^ : SittS
", jaO (0.333333 ( 3732.4.8 - 74649.6x2 - 48600. x4 - 31275.2x® -
■; 486. x8 - 6998.4 y2 - 79315.2 x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - f' ·
: 6998.4 x6 y2 + 199454 . y4 - 6998.4 x2 y4 - 36741.6x4 y4 +
, : 141718. y6 - 83980.8 xz y6 -70858.8ye)) /
(46656. + 69984. x2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 +
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. 52488. x4 y2 + . ·. '
. 314928. y4 + , . ·. , · .
1574 64 . xz y4 + i.
157464 ./)-/ · ■ ■" .
(0.419974 (-1. (-37324.8 - 74 64 9.6 x2 - 48600. x4 - 11275.2 x6 - 486. x8 -
6998.4 y2 - 79315.2 x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x6 y2 + 1994 54 . y4 - 
6998.4 x2 y4 - 36741.6 x4 y4 +141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8) Λ 2 +
3. (46656. + 69984. x2 +34992. x4 + 5832. x6 +209952. y2 + 209952. x2 y2 +
- -,+· >
52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464 . x2 y4 + 157464. y6)
; -U
;· *· ·'·/.






C 'i·· $* . '
(9914.4 + 11801.4 x2 + 64 51.7x4 + 2279.45x6 + 409.32 x8 + 13.5'x10 - 
45820.1/- 13391.6 x2 y2 + 1204 8.6 x4 y2 +3680.64 x6 y2 + 267.3 x8 y2 - 
137820. y4 - 23506.8 x2 y4 + 394 6.32 x4 y4 +2070.36x6 y4 - 117413. y6 - 
314 92.8 x2 y6 + ?84 4.04 x4 y6 - 63772.9 y8 + 14565.4 x2 y8 + 10628.8 y10))) / 
((46656. + 69984 . x2 + 34 992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 +209952. x2 y2 +
52488. x4 / + 314928. y4+ · / : i:/i//
157464. x2 y4 * 157464 . y6) : ; / '
(2.539xlOl° + 9.74239x 10“ x2 +;4.81207 xi014x4: + 1.01127 x 10“ x6 +
: 1.19319xl015 x8 + 8:7187xl014 x18 + 4.07789xl014 x12 + .
1.21001 x 1014 x14 + 2.15587 x 1013 x16 + 2.01238 x 1012 x18 + · / .V ;
6.95271 x 1010 x20 +-6;. 61198 x-108 x22 + 2.98023 x 10"8 x24 + .: ' ;, V ;
4.83679xl012 y2 + 1.07425xl014 x-2 y2 + 7.95527 x 1014 x4 y2 4 
1.94133x 1015 x6 y2 + 2.35798x10“ x8 y2 + 1.64507x 1015 x10 y2 +
6.90278x 1014 x12 y2 + 1.71868xl014 x14 y2 + 2.34397x10“ x16 y2 +
■; 1.41862x 1012 x18 y2 + 1.98359x10“ x20 y2 + 0. x22 y2 +
3.21133x 1014 y4 +7.08985X1014 x2 y4 + 1.17216x 1014 x4 y4 - 
6.42808x 1014 x6 y4 - 3.58628xl014 x8y4 + 1.98168 x 1014 x10 y4 + *




·..· ‘ ··· k.V^/Vvrt·:
13 x14 y4 · 1.15201 x 1013 x16 y4 i
2.67785x10“ x18 y4 + 0. x20 y4 + 8.28894x10 15 y6 +
3.52041x1ο1 y6 + 4.98541 xlO16 x4 y6 + 3.28898xl016 x6 y6 +
x18 y6 -
1. l0219x 1016 x8 y6 + 1.9687x10“ x10 y6 + 2.70493x 1014 x12 y6 + 






0324 9x 1016 y8 + 2.18035 x 1017 x2 y8 + 2.64 079xl0l7 x4 y8 + 
44141 xlO17 x6 y8 + 3.61322x 1016 x8 y8 t 3.28608x10“ x10 y8 +' 
61706xlO13 x“ y8 + 1.1247 x 10“ x14 y8 + 0. x16 y8 | ' l
08929x 1017 y10 + 5.86022 x 1017 x2 y10 + 5.34 37 x 1017 x4 y10 + 
96832x 1017 x6 y10 + 2.39129x 1016 x8 y10 - Λ;’/ΐιΛ·
4.71556x 1014 x10 y10 +.4.04891x10“ x“ y10 / .
0.03125 x14 y10 + 4.009x 1017 y12 + 8.1348 x 1017 x2 y“ +
4.86699x 1017 x4 y“ + 8.57325x101 i6 y12
1.98325x10“ x8 y“ + 1.01223x1 O14 x10 y12 + 0. x12 y12 + ;
4.39713x lO17 /4 + 5.734 61 x 101? x2 y14 + 1.63977x 1017 x4 y14 -
y14 - 0.25 x’° y14 +
3.91839 x 1015 x4 y16 +
3.8872x 10“ x6 y14 + 1.73525x 10*’ x 
2.5935x10
14 v8 ,.14
*r-v - ■ ■
17 y16 + 1. 61365 xl017 x2 y16
1.95215xl014 x6 y16 + 1. x8 y16 + 6.40437x10“ y18 - ·/
1.64 04 6x10“ x2 y18 + 1.30144 x 1014 x4 y18 - 0.5 x6 y18 + 8. y20 +
3.90431 x 1013 x2 y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24 +
V ( (2.539xl010 + 9.74239x10“ x2 + 4.81207xl014 x4 +1.01127x10“ x6 +
'·, 1.19319x10“ x8 + 8.7187 x 1014 x10 + 4.07789x 1014 x12 + 1.21001 x 1014 x14 + ) /
2.15^87x10“ x16 + 2.01238x10“ x18 + 6. 95271 x 1010 x20 + 6. 61198x10® x22 + 7
: / ; 2.98023x10."® x24 + 4.83679x 1012 y2 + 1.07425X1014 x2 y2 + 7.95527 xlO14 .. 1” \; 
x4 y2 + 1.94133x10“ x6/ + 2:35798x 10“x8 y2 + 1.64507x10“ x10 y2 + V 
6. 90278 x 1014 x“ y2 + 1.71868 x 1014 x14 y2 + 2.34397x 1013 x16 y2 + /( ■/
1.41862x10“ x18 y2 + 1.98359x1010 x20 y2 + 0. x·1
y
22 y2 + 3.21133 x 1014 y4 + 
7.08985x 1014 x2 y4 + 1.17216xl014 x4 y* - 6. 42808x 1014 x6 y4 - :
3.58628xlO14 x8 y4 + 1.98168x 1014 x10 y4 + 2.48711 x 1014 x“ y4 + .:·+
8.72235x10“ x14 y4 +1.15201 xl013 x16 y4 + 2.67785x10“ x18 y4 + /
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> ί I f
; \*·ϊ '
0. x20 y4 + 8.28894 xlO15 y6+ 3.52041χϊθ16 x2 y®+ 4.98541xl016 x4 y6+’ /:
3.28898 x 1016 x6 y6 + 1.10219x 1016 x8 y6 + 1.9687 χ 1015 x10 y6 +
2.704 93x10“ x12 y6 + 4.2117 x IQ33 x“ y6 + 2.14 228x IO12 x16 y6 + . ;
O': x18 y6 + 6. 0324 9x 1016 yB < 2.18035xl017 x2 y8 + 2. 64079xl017 x4 y8 +
1.44141 x IO37 x6 y8 + 3 .61322 χ 1016 x8.^8 + 3.28 608x IO35 x3® y8 + v; ( ’ ; ‘
1.61706xl013 x12 y8 + 1.1247xl013 x“ y8 + 0. x16/ + 2.C8929xl017 y18 + ;
5.86022x 1017 x2 y10 + 5.34 37xi017 x4 y10 + 1.96832x 1017 x6 y30 +
2.39129xl018 x8 y10 - 4.71^56x10“ x10 y10 + 4.04891 χ IO3? x12 y30 ΐ ^ - :
0.03125 x“ y10 + 4.009xl017 y12 + 8.1348 x 1017 x2 y12 + 4.86699x IO47 x4 y12 + , :
. ' 8.57325x 1016 x6 y12 - 1.98325xl015 x8 y12 + 1.01223x10“ x10 y12 +
0. x12 y12 + 4.39713x 1017 y“ + 5.73461xl017 x2 y“ + 1.63977x 1017 x4 y34!-; .
3.8872 x 1035 x6 y14 + 1.73525x10“ x8 y“ - 0.25x10 y“ + 2.5935xl017 y16 + ■
1.61365xlO17 x2 y16 - 3.91839x IO*5 x4 y16 + 1.95215x 10“ x6 y16 + 1: x8 y16 +
3. ,f . 6.40437x 1016 y18 - 1.64046x 1035 x2 y18 + 1.30144x10“ x4 y38 - 0.5x6 y18 +
8. y20 + 3.90431 x 1033 xz y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y?4) Λ 2 + ·'·
■ 4. (-1. (-37324.8 -74 64 9. 6x2 - 48600. x4 - 11275.2 x5.- 486. x8 - 6998.4 y2
79315.2x2 y2 - 51904.8 x4 y2 - 6998.4 x6 y2 + 199454. y4 - 6998.4 x2 y^L-V 
36741.6x4 y4 + 141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8y®) <*2 +
3. (46656.+ 69984. x2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 .+; ··: ·': * ·: : '
209952. x2 y2 + 52488. x4 y2 + 314928. y4 + 157464 . x2 y4 + 157464 . y6)
(9914.4 + 11801.4 x2 + 6451.7 x4 + 2279.4 5 x6 + 4 09.32 x8 +
13.5 x10 - 45820.1 y2 - 13391.6x2 y2 + 12048. 6x4 y2 +.3680.64 x6 y2 + , 
267.3x8 y2 - 137820. y4 - 23506.8 x2 y4 +3946.32 x4 y4/.
2070.36x6 y4 - 117413. y6 - 31492.8x2 y6 + 7844.04 x4 y6,,
' 63772.9y8 + 14565.4 x2 y8 + 10628.8 /°)) Λ3)) Λ (1/3)) + 'ί
(0.264567 (2.539 x ΙΟ10 + 9.74239χ1013 χ2 + 4.81207x10“ χ4 + 1.01127 χ ΙΟ15 χ6 +
-»15 Β ο -7Τ Q-7 ΟΊ Π14 V10 Σ'.
h ' ν:-
‘.V-
1.19319χ 101D x“ + 8.7187x10“ xiU + 4.07789x10“ x12 +
1.21001 x 10“ x“ + 2.15587 χ 1013 xl? + 2.01238 χ 1012 x18 +
6.95271 χ IO10 x20 + 6.61198 χ 108 x22 + 2.98023x10-° x24 +
4.8367 9χ 1012 y2 + 1.07425x10“ x2 y2 t 7.95527x10“ x4 y2 + 
1.94133xl015 χ6 y2 + 2.35798xl015 x8 y2 + ; ‘ ' '
1.64507xlO15 x10 y2 + 6. 90278x10“ x12 /,+ ;:
1.71868χ 1014 x14 y2 + 2.34397χ 1013 x16 y2 + , V 
1.41862 χ 1012 x18 y2 + 1.98359x 10l° x20 y2 + ' -
0. χ22 y2 + 3.21133x10“ y4 + 7.08985x10“ x2 y4 + 
1.17216x10“ x4 y4 - 6.42808x10“ x6 y4 - ; ; . : ;
3.58628x10“ x8 y4 + 1.98168χ IO14 x10 y4 +·^Γ;- ■■'·'·.·/
■ ~ <·. ■ 
-'•v
L \ : '
"... ;■* y
V I/'
2.48711 χ IO14 x12 y4 + 8.72235x 1013 x“ y4 +
1.15201 xlO13 x16 y4 + 2.67785x IO11 x18 y4 + 0. x20 y4 + 
8.28894 χ 1015 y6 + 3.52041xl016 x2 y6 + 4.98541 x 10 
3.28898 χ 1016 x6 y6 + 1.10219xl016 x8 y6 +
1.9687 χ 1015 x10 y6 + 2.70493x 10“ x12 y6 +
4.2117 x 1013 x14 y6 +2.14228x10
16 χ4 y6 +
■*.
12 χ16 y6 0. x18 y6 +
6.0324 9 xlO16 y8 + 2.18035xl017 x2 y8 + 2.64 079 χ 1017 x4 y8 + 
1.4 4141 x IO17 x8 y8 + 3.61322xl016x8 y8 +
3.28608 x 1015 x10 y8 + 1.61706x10 13 x12 y8 +
v? 1.1247 χ 1013 x“ y8 + 0. x16 y8 + 2.08929χ 1017 y10 + 
5.86022χ IO17 x2 y10 + 5.34 37 χ 1017 x4 y30 + |
1.96832χ 1017 x6 y30 + 2.39129x 1036 x8 y10 - 
4.71556x10“ x10 y10 + 4.04891 xi033 x12 y30- ·
0.03125 x14 y10 + 4.009xl017 y12 + 8.1348xl017 x2 y12 + 
4.86699x 1017 x4 y32 + 8.57 3 2 5x 1016 x6 y32 - '
1.98325x 1015 x8 y1? + 1.01223x IO14 x3° y32 +
0. x12 y3-2 + 4.39713xl017 y34 + 5.7 3 4 61 χ IO37 x2 y“ +
1.63977 χ IO37 x4 y34 - 3.8872 χ IO15 x6 y14'+
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C ':/i ’
1.61365x1ο1-7 χ2 y16 - 3.91839χ1015 χ4 y16 +
1.95215 χ 1014 χ6 y16 + 1. χ8 γί6 + 6.40437χ ΙΟ16 y18 - 
1.64 04 6 χ ΙΟ15 χ2 y18 + 1.30144χ1014 χ4 y18 - 0.5 χ6 y18 + 8. y20 +
3.90431 χ ΙΟ·13 χ2 y20 + 0. x4 y20 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24 1-









V ((2.539 χ ΙΟ10 + 9.74239 χ ΙΟ13 χ2 + 4.81207xl014 x4 + 1.01127 χ 1015 x6 +
1.19319x 1015 x8 + 8.7187xl014 x10 + 4.07789x ΙΟ14 χ12 + 1.21001 χ 1014 x14 + 
2.15587 xlO13 x16 + 2.01238 χ 1012 x1,8 + 6. 95271x JO1® x20 + 6.61198x 108 x22 + . 
2.98 023 χ 10~8 x2< + 4.83679xl012 y2 + 1.07425x 1014 x2 y2 + 7.95527 x 101<;5 ' 
x4 y? + 1.94133x 1015 x6 y2 + 2.35798x 1015 x8 y2 + 1.64507χ 1015 x18 y2 +
6. 90278χ 1014 x12 y2 + 1.71868xl014 x14 y2 + 2.34397x 10i3;X16 y2 + ”
1.41862 xlO12 x18 y2 + 1.98359xl010 x20 y2 + 0. x22 y2 + 3.21133xl014 y4 + i 
7.08 985 χ 1014 x2 y4 + 1.17216xl014 x4 y4 - 6.42808xl014 x6 y4 - 
3.58628 χ 1014 x8 y4 + 1.98168 xlO14 x10 y4 + 2.48711 χ 1014 x12 y4 +
8.72235 χ 1013 x14 y4 + 1.15201 xlO13 x16 y4 + 2.67785x 1011 x18 y4 +
0., x20 y4 + 8.28894 χ 1015 y6 + 3.'52041 χ 1016 x2 y6 + 4.98541xl016 x4 y6 +'
3.28898 χ 1016 x6 y6 + 1.1021 9xl016 x8 y6 + 1.9687xl0ls x10 y6 t %%
2.70493χ 1014 x12 y6 + 4.2117 xlO13 x14 .y6 + 2.Ϊ4228χ1012 x16 y* + ; ; · t 1 -
0. x18 y6 + 6.03249x 1016 y8 + 2.18035x 1017 x2 y8 + 2. 64079x 1017 x4 y8 +
1.441 41 xl017x6 y8 + 3.61322x 1016 x8 y8 t 3.28608x10 15 „10 y8
1 . 61706xlO13 x12 y8 +1.1247χ 1013 x14 y8 + 0. x16 y8 + 2.08929x 1017 y!0 +y.'.
5.86022 χ 1017 x2 y10 + 5.343/xlO17 x4 y13 + 1.96832 xlO17 x6 y10 +
2.39129x 1016 x8 ylp - 4.71556x 1014 x10 y10 4.04 891 xlO13 x12 y10 - / ‘ V.
0.03125 x14 y10 + 4.009xl017 y12 + 8.1348xl017 x2 y12 + 4.86699xl017 x4 y12 +
8,57325χ 1016 x6 y12 - 1.98325xlO15 x8 y12 + 1.01223xl014 x10 y12 +
0. x12 y12 + 4.39713 χ 1017 y14 + 5.734 61 χ 1017 x2 y14 + 1.63977 χ 1017 x4 y14 ->
3.8872xlO15 x6 y14 + 1.73525xl014 x8 y14 - 0.25 x10 y14 + 2.5935xl0?7 y36 +
1.61365 k 1017 x2 y18 - 3.91839x Ϊ018 x* y18 + 1.95215 χ 1014 x6 y?8 + iS x8 y16 +
6.40437χ 1016 y18 1.64046xl015 x2 y18 + 1.30144 χ 1014 x4 y18 - 0,5 x6 y18.+ ;
8. y20 +3.90431 x 1013 x2 y20 + 0. x4 y20 - 1. y22 + 0.5 x2 y22 + 0. y24) Λ 2 + ' ;VS 
(-1. (-37324.8 - 7464 9. 6x2 - 48600. x4 i-11275.2 x6 - 486. x8 - 6998.4V + ; : SSr 
; , 79315.2x2 y2 - 51904.8X1 y2 - 6998.4 x6 y2 + 199454. y4 - 6998.4 x2 y4 -
36741.6x4 y4 + 141718. y6 - 83980.8 x2 y6 - 70858.8 y8) Λ2 + ·' : i
3. (.46656. + 69984. X2 + 34992. x4 + 5832. x6 + 209952. y2 + 209952.r ' .1 + 1:
x2 y2 4 52488. x4 y2 + 314928: y4 + 1574 64 . x2 y4 + 157464 . y6) (9914.4 + 
11801.4 x2 + 64 51.7 x4 + 2279.45 x6 + 409.32 x8 + 13.5 x10 - 4 5820.1 y2 - 
13391.6x2 y2 + 1204 8.6 x4 y2 + 3680.64 x6 y2 + 267.3 x8 y2 - 137820. y4 - ' 
23506.8 x2 y4 + 394 6.32 x4 y4 + 2070.36x6 y4 - 117413. y6 - 314 92.8 x2 
y6 + 7844.04 x4 y6 - 63772.9 y8 + 14565.4 x2 y8 + 10628.8^°)) Λ3)) Λ 
(1 / 3)) / (4 6656. + 69984. χ2 + 34 992. χ4 + 5832. χ6 + 209952.' 
y2 + 209952.
y2 + 52488. yx*
y2 + 314928.
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« Graphics'ContourPlot3D' 
ClearAll[x, y, αΟ, el, β, Ml, M2, Bs]




x2 el (24 + β) +X3 ^8 - aO + -Ϊ- (4 +5^) /sj
7y* β
■ al (y2 (12 + β) + 2 (4 al2 + β) ) +
 + 24 al + 2 β +
M2 = - 6y (aO - 2 al2 3/3) + _x*y/3 + 
6
+ Y2 (12 - 3 eO + 8 /3) j /. 
27 y5 /3
/3-+0.1;
• 2 xy al (12 + β) +
y3 (4 - 9 aO + 36 /3) + x2 y (12 - 3 aO + 8 0 + 7 y2 /3) /. 0 -+ 0.1;
Bs =FullSinplify[--l y2 (5x3/3-3al (12 + /3) + 3 x (12 - 3 aO + 8 β + 7 y2 /8) )2 +
-2 aO + 24 al2 +2/3 +
5 X* β 7y*/3





• . ' ' —\ r
- - ; ':β
■:'
x2 (24 - 3 aO + 4 /3 + 5 y2 /S)
2 xal (24 +/3) + y2 (12-3a0 + 8/3) + 
135 y* 0■ 5 x4 /3
-6 (aO - 2 al2 - 3 j8) + ----------- +
_.r V..V,
2 xal (12 + /3) +Y2 (12 - 27 aO + 108/3) + x2 (12-300 + 8/3 + 21^/3) | /. /3-+0.1];
$»·.! Jr·*”·· ·1'ί
... ' · ’ f.’
FullSirapli£y[Eliminate[{Ml = 0, M2 = 0} , aO]]
Full Simplify [Eliminate [{Ml = 0, M2 = 0}, al]]
A = y(-2.643051282788797'*Λ47χ12 - 1.1237006534212489'*A51y12 +
9.865136051983529'*A52 (-0.30000000000000016' + eO) (-0.25' + aO)2 
4.439311223392588'*A53y2 (-0.3109639182498186'+ aO) 
(-0.2500000000000002'+aO) (0.5276305849164855*+ aO) +
6.658966835088882'*A53y4 (-0.37891784190338046'+ aO) 
(-0.05085424724758709* + aO) (1.063105422484301'+aO) - 
1.4982675378949984'*A53y“ (-0.1645860797176552'+ aO) 
(1.0645860797176554'+aO) + x10 (-8.753785848596495'*A48- 
6.660489232627768'*A48y2 + 2.8544953854119006'*A49aO) + 
y10 (1.1237006534212489' *A52 + 2.2474013068424978' *A52aO) +
3.329483417544441'*A53y6 (-0.9796963471921395' + aO) 
(1.0958834970263989'+ aO (1.8796963471921397'+ aO) ) + 
x8 (-6.879333878842681'*A49y* - 1.0276183387482843'*A51
(-0.7630139202019365'+ aO) (-0.07920830202028553'+ aO) + 
y2 (-1.1612087227855613' *A50 + 5.651900863115564 '*A50e0) ) + 
x6 (-3.724545578885448'*A50y6 - 1.4797704077975294'*A52y2
(-0.4649950350749559'+ aO) (-0.06093089085096992'+ aO) + 
y4 (-3.2609755282945555' *A50 + 4.377654123067691'*A51aO) + 
1.233142006497941'*A52(-1.7125764628982123*+aO) 
(0.012788831521593555'+ (-0.2207568704351208'+ aO) aO)) + 
x2 (-1.7479787942108316'*A51yi0 + 4.439311223392588'*^3^ 
(-0.41660516153907295' + a0) (-0.19964144630539643'+ aO) 
(0.2384 6883006669148' + aO) + 3.329483417544441'*A53y* 
(-0.28976014196624345' + aO) (-0.1827045378217823* + aO) 
(0.4280202353435812'+ aO) - 1.7757244893570351'*A53y® 
(-0.15256257367188422'+ aO) (0.5275625736718842'+ aO) + 
y8 (8. 699816855842974 ' *A51 + 3.0797721612286077' *A52aO) +
; ; 1.4797704077975294'*A53(-0.8923529567303993'+ eO)
(0.013080275169356196'+ (-0.1743137099362675-' +eO) eO)) + 
x4 (-1.1144520883725142**A51y8 - 7.768794640937029'*A52y*
(-0.18661547849624363'+ aO) (0.07920807108883618'+ aO) + 
y6 (1.481825644475026'*A51 + 1.6585759987397307' *A52aO) +
1.109827805848147'*A53y2 (0.041853992013277413' + aO) 
(0.2726900870210711'+ (-1.0307428809021661'+ aO) aO) +
■>'· w·. :"
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7.398852038987647**A52(-1.24 8605283435931* + α0)
. (0.009217692261871508* + (-0.14028360545295812* + βΟ) βΟ))) ;
Β = yοΐ (1.3510798882111458**ΑΪ6+ 1.0831157103826019'*Λ18χ2 + 8.174033323677432**^17 
γ2 - 1.3510798882111457**Α18χα1 + 5.404319552844583**Λ17α12) - ;
(xy (-2.702159776422292**Α16- 7.50599937895081 **Λ14χ4 +
6.935543426150548**A17y2 - 6.755399441055729**A15y* + 
χ2 (2.612087783874882* *A17 - 4.503599627370486**A15y2) ) ) ;
(*ContourPlot3D[A, (χ,-1,1}, (y,-0.5,0.5}(αΟ,0,1.5},
Contours-» { 0}, PlotPoints-»{ 10,10}]
Sl=ContourPlot3D[B,(χ,-1,1},(y,-0.5,0.5},{αΐ,-0.5,0.5},




yal (1.35108 χ 1016 + 1.08312 xlO18 x2 +
8.17403x 1017 y2 - 1.35108xl018 xal + 5.4 0432 χ 1017 al2) == 
xy (-2.70216x 1016 - 7.506x 10i4 x4 + 6. 93554 x lO17 y2 - 






-2.64 305 χ 1047 x12 - 1.1237 xlO51 y12 +9.86514 χ 10s2 (-0.3 ι aO) (-0.25+ aO)2 
4.43931 χ 1053 y2 (-0.310964 +aO) (-0.25 + a0) (0.527631+aO) +
6.65897 χ 10“ y4 (-0.378918 + aO) (-0.0508542 + aO) (1.06311 + aO) - 
1.49827x10s3 y8 (-0.164586+ aO) (1.06459 + arO) + .
x10 (-8.75379x 1048 - 6.66049χ 1Ό48 y2 + 2.8545 χ 1049 aO) + 
y10 (1.1237 χ 1052 + 2.24 7 4 χ 1052 aO)’:+?
3.32948 x10“ y6 (-0.979696+ aO) (1.09588 + aO (1.8797 + aO)) + 
x8 (-6. 87 933 x 1049 y4 - 1.02762x10s1 (-0.763014 < aO) ( 0.0792083 + aO) + 
y2 ( · 1.16121 x 105° + 5.6519x 10so aO)) + iV.’f. ϋ




y4 (-3.2 6 0 9 8x 1050 + 4.37765xl0sla0) +
1.23314 xlO52 (-1.71258+ aO). (0.0127888 + (-0.220757 + aO) aO))’ + V 
(-1.74798xl051 y10 + 4.43931x10“ y2 (-0.416605 + aO) (-0.199641+aO)
(0.2384 69 + aO) + 3.32948x 10“ y4 (-0.28976 + ctO) (-0.182705+aO) (0.42802 + 
1.77572x10“ y6 (-0.152563 + aO) (0.527563 + aO) + 
y8 (8.69982 χ 1051 + 3.07977 χ 1052 aO) +
1,47977 χ 10“ (-0.8 9 2 3 5 3 + aO) (0.0130803 + (-0.174314 + aO) a 0)) + 
(-1.11445xl051 y8 - 7.76879xl052 y4 (-0.186615 + aO) (0.0792081 + crO) + 
y6 (1.4 8183 xlO51 + 1.65858 x10s2 aO) +
1.10983x10“ y2 (0.041854 + aO) (0.27269+ (-1.03074 + aO) aO) +
7. 39885χ 1052 (-1.24861 + aO) (0.00921769 + (-0.140284 + aO) aO)) ) == 0
aO)
- Graphics3D -
Mani f s yiran2. dxf
-.■j-i *·· 'a. *-vf;
'β···,iy ■
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f'.·5! . .· y>}γ’Ρ
:: r’ y^r’
ClearAll[x, y, aO, al, SI, 32, S3, S3, Manif] ^ ;·
si =.: ' '; ■·'■’ ·.- -l··
-(0.3333333333333333' (-37324.θ' - 74649.6' x2 - 48600.' x4 - 11275.199999999995' Xs - 
486.0000000000001' Xs - 6998.400000000023' y2 - 79315.20000000004' x2 y2 - 
51904.799999999996' X4y2 - 6998.400000000001' Xsy2 +
199454.39999999997' y4 - 6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' x4 y4 + 
141717.6' y6 - 83980.80000000002'x2 y6 - 70858.80000000002'y8)) /
(46656. ' + 69984. ' x2 + 34 992. ' x4 + 5832.' x6 +209952.' y2 + 209952.' x2 y2 +
52488. ' x4 y2 + 314928. ' y4 + 1574 64 . ' x2 y4 +157464. ' y6) +
((0.20998684164914555' - 0.3637078786572405' i)
(-1. ' (-37324^8* - 74649. 6' x2 - 48600.' x4 - 11275.199999999995' x6 -
486.0000000000001' X8 - 6998.400000000023'y2 - 79315.20000000004' x2 y2 - 
§J$| J βΑ 51904.799999999996' X4 y2 - 6998.400000000001' x6 y2 + 199454.39999999997' 
y4 - 6998.400000000027.'x2 y4 - 36741.600000000006'x4 y4 + ,
. . 141717.6' y* - 83980.80000000002' x2 y6 - 70858.80000000002'y8) A2 +
3.' (46656. ' + 69984. ' x2 + 34992.' x4 + 5832.' x6 + 209952.' y2 +209952.' x2 y2 + 
52488. ' X4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .' x2 y4 + 157464 . ' y6) (9914.400000000001' + 
11801.376000000002' x2 + 6451.704' X4 +2279.448' x6 + 409.3200000000001' x8 + 
13.500000000000004' x10 - 45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985' x2 y2 + 
1204 8.588' X4 y2 + 3680.6400000000003' x6 y2 + 267.30000000000007' x8 y2 - : 
137819.88' y4 -23506.84800000002' x? y4 + 3946.320000000003'X4y4 + ·-
2070.3600000000006' x6y4 - 117412.74000000008' y6 -
31492.800000000003' x2 y6 + 7844.040000000001' X4 y6 - 63772.92000000001' y8 + 
14565.420000000002' x2 y8 + 10628.820000000002' y10))) / : Λ*
((46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832.' x6 +209952.' y2 + 209952.' Xs y2 +
52488.' X4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .' x2 y4 + 157464.' y6)
(2.5389989167109375'*A10 + 9. 742392743309481'*Λ13χ2 +
! V · ■ . τ
4.81206731854 9415'*Λ14 x4 +1.0112724777803568'*Α15χβ +
1.1931915738432872'*Λ15x8 + 8.718701704452624'*Α14 χ10 +
4.0778922431468094'*Λ14 χ12 + 1.2100067024710247'*Λ14 χ14 +
2.155870592155143' *Λ13χ18 + 2.0123814486887383'*Λ12χ18 +
6. 952713526609894'*Α10χ20+6.611976345599937'*Α8χ22 +
2.9802322387695312' *Λ-8χ24 + 4.836792936332828'*A12y2 +
1.0742504416601538' *Α14 χ2 y2 + 7.9552739233018'*Λ14 χ4 y2 +
1.941332747794058'*Α15χ® y2 + 2.357976069633132'*Α15χ® y2 + ·
1.645069764989325'*Λ15χ10 y2 + 6.902779660848735'*Λ14χ12 y2 +
1.7186836746749525'*A14xl4y2 + 2.3439700788276734' *Α13χ16 y2 +
Λ. 4186193608775137' *Λ12χ18 y2 + 1.9835929036799988' *Α10χ2° y2 +
Ο. ' x^y2+3.21132582985528'*A14y4 + 7.0898497950437'*A14x2y4 +
1.17216376113436'*A14x4y4 - 6.42808353051814'*A14x6y4 - 
3.58628042925216'*A14x8y4 + 1.98167675293507'*A14 x10 y4 +
2.487109514865165'*A14 x12 y4 + 8.722354887503325'*A13x14 y4 +
1.1520072834844234'*A13xlsy4 +2.6778504199679883'*A11 X18 y4 +
0.' x20 y4 + 8.288942813438599'*A15y® + 3.5204136558798608'*A16x2 y6 +
4.9854128729418576'*A16x4 y6 + 3.2889809530354672'*A16x® y6 +
1.1021914503169804'‘"ΐεχ8 y6 +1.968697311129105'*A15xL0 y® +
2.704925768845715'*A14 x12 y6 + 4.2116993374108125'*A13x14 y6 +
2.1422803359743906'*A12x16 y6 + 0.' x18 y® + 6.032492900050812'*A16y8 + 
2.1803459439895725'*A17xzys+2.6407912909593402'*Aii7X*ys +
1.441410847969183'*A17 x6 y8 + 3.613222589784 3344'*A16x® y8 +
3.28607817309819'*A15x10 y8 + 1.617064606938025'*A13x12 y8 +
1.1246971763865562'*A13x14y8 + 0.' x16 y8 + 2.0892918887762067'*A17y1° +
5.860215228502327'*A17x2 y10 + 5.343703438081843'*A17x1 y10 +
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4.715555341341805' * Α14 χ10y10 + 4.048909834991625**Α13χ12 y10 + - ,
Ο. * χ14 γ20 + 4.008997438508142**A17y12 + 8.134804854615626**Α17χ2 y“>
4.866994782491996**A17X4 y12 + 8.573249437769507 **A16xey12 - 
1.983246012953003'*Α15 χ8 yf2 + 1.01222745874791 * * Α14 χ20 y12 +. ,
Ο. ' χ12 y12 + 4.3971315052193114 '*A17yi4 + 5.73460557734933* *Α17χ* y14 +
1.6397680181739078**Α17χ4 γ14 -3.887204088391256 *.*Α15χ® hk\. ,
1.73524707213926**A14x8yL4 + 0.25* χ10 γ14 + 2.59350388911741* *A17y18 +
1.6136547669983597 * *Α17 χ2 y16 - 3. 918390334382208* *Α15Χ* yLe*
1.95215295615667* *Λ14χ6γ16 + 2.* χ8 y1® + 6.404366746596053 *>A16y18 -· > 5
1.64045920082364 * *Λ15χ2 y18 + 1.30143530410446* *Λ14 χ4 y3·8 + 0.5* χ®^8*
6. *y20 +3.9043059123134 **A13x2y20 +2. “ χ4y20 + 0. * y22 + 0.5* χ2 γ22 +
0.25* y24 + V ( (2.5389989167109375**Α10 + 9.742392743309481 **Α13 
λ2+4.812067318549415**Α14χ4 + 1.0112724777803568**Α15 
χ® +1.1931915738432872**Α15χ®+8.718701704452624**Α14 
χ10' + 4.0778922431468094 * *Λ14χ12 + 1.2100067024710247**Α14 
χ14 + 2.155870592155143 * *Λ13χ16 + 2.0123814486887383* *Λ12 ί
χ18 + 6. 952713526609894 **λ10χ2° + 6.611976345599937**Α8 * ’
χ22 + 2.9802322387695312**Λ-8χ24 + 4.836792936332828* *Α12 
y2 + 1.0742504416601538**A14x?y2 ♦ 7.9552739233018 * *ΑΪ4 X4 
y2 + 1.941332747794058**A15x6y2 +2.357976069633132**Α15Xs 
y2 + 1.645069764989325* *A15x10y2 + 6. 902779660848735**A14xL2 
y2 + 1· 7186836746749525\*A14 x14 y2 + 2.3439700788276734**A13x16 
y2 + 1.4186193608775137“ *A12xl8y2 + 1.9835929036799988* *A10x2° 
y2 + 0.* x22 y2 + 3.21132582985528**A14y4 + 7.0898497950437**A14 
x2 y4 +1.17216376113436* *A14x4y4 - 6.42808353051814 **A14x® 
y4 - 3.58628042925216“*A14x8y4 + 1.98167675293507*‘''Mx1? 
y4 + 2.487109514865165**A14x12 y4 + 8.722354887503325**A13x14 
y4 + 1.1520072834844234“*A13x16 y4 + 2.6778504199679883“*A11 x18 ' ' 
y4 + 0. * x20y4 + 8.288942813438599**A15y® + 3.5204136558798608**A16
x2 y® + 4 .9854128729418576* *A16x4 y® + 3.2889809530354672**A16
x® y® + 1.1021914503169804 * *A16x8 y® + 1.968697311129105**A15x3O :
y® + 2.704925768845715**A14 x12 y® + 4.2116993374108125* *A13x14
y® + 2.1422803359743906**A12x16y® + 0.* x18 y® + 6.032492900050812**A16
y8 + 2.1803459439895725* *A17x2 y8 -f 2.6407912909593402**A17x4
y8 + 1.441410847969183**A17x®y8 + 3.6132225897843344'*A16x8
y8 + 3.28607817309819* *A15x10 y8 + 1.617064 606938025 **A13x12 y® +
1.1246971763865562'*A13x*4y8 + 0.' x16 y8 + 2.0892918887762067**A17 
y10 + 5.860215228502327**A17x2 y10 + 5.343703438081843**A17x4 
y10 + 1.9683191498534202**A17x6yL0 + 2.3912920130384 684'*A16x® 
y10 - 4.715555341341805 **A14 x10 y10 + 4.048909834991625* ‘-Ί3Χ12 
y10 + 0.* x^y10 + 4.008997438508142'*A17yL2 + 8.134804854615626**A17 
x? y12 + 4.866994782491996'*A17X*y12 +8.573249437769507'*A16 : 
x® y32 - 1.983246012953003**A15x8 y12 + 1.01222745874791'*A14 x10 
y12 + 0. ' x12 y12 + 4.3971315052193114'*A17yu + 5.73460557734933**A17 
x2 y14 + 1.6397680181739078**A17x4 y14 - 3.887204088391256**A15x® 
y14 + 1.73524707213926* *A14x8 y14 + 0.25* x10 y14 + 2.59350388911741'*A17 
y1® + 1.6136547669983597**A17x2y1® - 3.918390334382208**A15x® 
y1® + 1.95215295615667* *A14x® y1® + 2. * x8 y16 + 6.404366746596053**A16 
y18 - 1.64045920082364 * *A15x2 y18 ♦ 1.30143530410446* *A14 
x4^8 + 0.5* x6^8 + 6. * y20 + 3.9043059123134 **A13x2 
y20 + 2.' X4 y20 + 0. * y22 + 0.5* χ2 γ22 +0.25* y24) A2 +*
* (-1. ' (-37324.8* - 74649. 6* x2 - 48600. * X4 - 11275.199999999995' x6 - 
486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023* y2 - 
79315.20000000004* x2 y2 - 51904.799999999996* X4 y2 - .·> V
6998.400000000001* x® y2 + 199454.39999999997* y4-
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6998.400000000027’ x2 y4 - 36741.600000000006’ x4 y4 + 141717.6’ y6 - 
83980.80000000002’ x2y® - 70858.80000000002/y8) Λ2+ -
3.’ (46656. ; + 69984.’ x2 + 34992. ’ X4 + 5832. ‘ x6 + 209952. * y2 + 209952./ 
x2 y2 + 52488. ’ x4^ +314928.’ y4 + 157464.’ x^y4 + 1574 64 .' y6) /
(9914.400000000001'+ 11801.376000000002' x2 + 6451.704' x4 + . 
2279.448’ x* +409.3200000000001’ x8 + 13.500000000000004’ x10- 
45820.07999999997 ’ y2 - 13391.567999999985/ x2 y2 + ' ;
12048.588’x4 y2 + 3680.6400000000003’x6 y2 +
267.30000000000007’ x8 y2 - 137819.88’ y4 - 23506.84800000002’ x2 y4 + 
‘3946.320000000003’ X4 y4 + 2070.3600000000006’ Xsy4 - 
117412.74000000008’y* -31492.800000000003’ x/y® +
7844.040000000001’ X4 y® - 63772.92000000001 ’ y8 + 
y* : 14565.420000000002’ x2 y8 + 10628.820000000002’ y10) ) Λ3)) A(1/3)Y -
13228342099734997’ + 0.22912160616643376’ i) (2.5389989167109375’*Λ10+ /
9.742392743309481’*Λ13χ2 + 4.812067318549415’*A14 x4 +
1.0112724777803568‘*Λ15χ6 +1.1931915738432872’*Λ15χ8 +
J 8.718701704452624 ’*Λ14 χ10 + 4.0778922431468094’*Α14 χ12 + ;/ .;),
1.2100067024710247 ’ * Α14 χ14 + 2.155870592155143 ’ *Α13χ16 + .
2.0123814486887383’*Λ12χ18 + 6. 952713526609894’*Α10χ20 +
6. 611976345599937’*Α8χ22 + 2. 9802322387695312’*Α-8χ24 +
4.836792936332828’*Λ12γ2 +1.0742504416601538’*Λ14 χ2 y2 +
. 7.9552739233018’*A14x4y2 + 1.941332747794058’*Α15χ® γ2 +
2.357976069633132’*A15x® y2 + 1.645069764989325’*Λ15χ10y2 +
6.902779660848735’*Λ14 χ12 y2 + 1.7186836746749525’*Λ14 χ14 y2 +
2.3439700788276734’*Λ13χ16 y2 +1.4186193608775137’*Λ12χ18 y2 +
1.9835929036799988’ *Α10 χ20 γ2 + 0. ’ χ22 y2 +
3.21132582985528’*A14y* + 7.0898497950437’*Λ14 χ2 y4 +
1.17216376113436’*A14x4y4 - 6.42808353051814’*Α14 χ6 γ4 - 
3.58628042925216'*Α14χ8 γ4 + 1.98167675293507'*Α14χ/° y4 +
2.487109514865165'*Λ14 χ12 γ*;+ 8.722354887503325'*Α13χ14 y4 +
1.1520072834844234'‘"^χ^γ4 + 2.6778504199679883'‘'Ίΐχ18 y4 +
0.' χ20 y4 + 8.288942813438599'*A15y® +
3.5204136558798608'*A16x2 y® + 4.9854128729418576' *A16x4 y® +
3.2889809530354672'*A16x® y6 +1.1021914503169804’*A16x® y6 +
1.968697311129105’*A15 x10y® + 2.704925768845715'*A14x12 y6 +
4.2116993374108125'*A13x14 y® + 2.1422803359743906'*A12x16 y6 +
0.' x18 y6 + 6.032492900050812'*A16y8 +
2.1803459439895725'*A17x2 y8 + 2.6407912909593402'*A17x4 y8 +
1.441410847969183'*A17x6 y8 + 3.6132225897843344'*A16x8 y8 +
3.28607817309819'*A15x10y8 + 1.617064606938025'*A13x12 y8 +
1.1246971763865562' *A13x14 y8 + 0. ' x16 y8 +
2.0892918887762067’*A17y10 + 5.860215228502327'*A17x2 y10 +
5.343703438081843'*A17x4yL0 + 1.9683191498534 202'*A17x® y10 +
2.3912920130384 684 ' *A16x8 y10 - 4.715555341341805' * A14 x10 y10 +
4.048909834991625’ *A13x12 y10 + 0. ' x14 y10 +
4.008997438508142'*A17y12 + 8.134804854615626'*A17xz y12 +
4.866994782491996'*A17x4 y12 + 8.573249437769507'*A16x6 y12 - 
1.983246012953003'*A15 χ8 γ12 + 1.01222745874791'*A14 x10 y12 +
/' 0.' x^y12 +4.3971315052193114'*A17y14 + · ', / . , .
5.73460557734933’*A17x2y14 + 1.6397680181739078’*A17x4y14 - 
r 3.887204088391256’ *A15x® y14 + 1.73524707213926’*A14x8y14 +
0.25 ’ x10 y14 + 2.59350388911741 ’ *A17y16 +
1.6136547669983597’*A17x2 y1® - 3.918390334382208’*A15x4 y16 +
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404366746596053'*A16y18 - 1.64045920082364 ' *A15x2 y18 +
301435304X0446'*A14x*y18 + 0.5? xf'y18 + 6. ' y20 +
9043059123134'*A13x2y20 +2. ' x4 y20 + 0. ' y22 + 0.5' x2 y22 +
25' y24 + V ( (2.5389989167109375'*Λ10 + 9. 742392743309481'*Λ13 
x2 + 4.812067318549415'*Λ14 X4 + 1.0112724777803568'*A15 
Xs + 1.1931915738432872'*Λ15 χ8 + 8.718701704452624'* Α14 
χ10 + 4.07789224314 68094' *Λ14 χ12 +1.2100067024710247'*Α14 
χ14 + 2.155870592155143'*Λ13χ16 + 2.0123814486887383'*Λ12 
χ18 + 6. 952713526609894'*Λ10χ2° + 6.611976345599937'*Α8 
χ22 + 2. 9802322387695312' *Α-8χ24 + 4.836792936332828' *Λ12 
y2 +1.0742504416601538'*Λ14 χ2 y2 + 7.9552739233018'*Λ14 χ4 
y2 + 1.941332747794058'*Λ15χ6 y2 + 2.357976069633132'*A15x? 
y2 + 1.645069764989325'*A15x10y2 + 6.902779660848735_'*A14 χ12 
y2 + 1.7186836746749525'*A14x2-4y2 + 2.3439700788276734 '*A13x“ v 
y2 ^1.4186193608775137'*A12x18y2 + 1.9835929036799988'*A10x2° i < 
y2 + 0.' x?2y2 + 3.21132582985528'*A14y4 + 7.0898497950437'*Al4 
x2 y4 + 1.17216376113436' *A14x4 y4 - 6.42808353051814'*A14xi5 * 
y4 - 3.58628042925216'*A14x8y4 +1.98167675293507'*A14x10 
y4 + 2.487109514865165'*A14x12y4 + 8.722354887503325'*A13x14 
y4 + 1.1520072834844234'*A13x16 y4 + 2.6778504199679883'*A11 x18 
y4 + 0.' x20 y4 + 8.288942813438599'*A15yfi +3.5204136558798608'*A16 
x2 y8 + 4.9854128729418576'*A16x4 y8 + 3.2889809530354672'*A16 
x6 y8 + 1.1021914503169804'*A16x8y8 + 1.968697311129105'*A15x10 
y8 + 2.704925768845715 >A14xl2y8 +4.2116993374108125'*Al3x14 
y6 + 2.1422803359743906'*Λ1Ζχ“y6 + 0. ' x18 y® + 6.032492900050812'*A16 
y8 + 2.1803459439895725'*A17x2 y8 + 2.6407912909593402'*A17x4 
y8 + 1.441410847969183'*Al7x6 y8 + 3.6132225897843344'*A16x? 
y8 + 3,28607817309819'*A15x10Y8 + 1.617064606938025'*A13x12y8+ ' " 
V7v'l. 1246971763865562'*A13x14 y8 + 0.' x16y® + 2.0892918887762067'*A17^K. 
y^® + 5.860215228502327'*A17x2yi0 + 5.343703438081843'*A17x4 
y10 + 1.9683191498534202'*A17x6yL0 + 2.3912920130384 684' *A16x® 
y10 - 4.715555341341805'*A14x10y10 + 4.048909834991625'*A13x12 
y10 + 0. ' x14 y10 + 4.008997438508142'*A17yL2 + 8.134804854615626'*A17 
x2 y12 +4.866994782491996'*A17x4y12 + 8.573249437769507'*A16 
x6 y12 - 1.983246012953003'*A15xsy12 + 1.01222745874791'*A14x10 
y12 + 0. ' x12 y12 + 4.3971315052193114'*A17yL4 + 5.73460557734 933'*A17 
x2 y14 + 1.6397680181739078'*A17x4 y14 - 3.887204088391256'*A15x8 
y14 + 1.73524707213926'*A14x8 y14 +0.25' x10 y14 + 2.59350388911741'*A17 
y16 + 1.6136547669983597'*A17x2yL6 - 3.918390334382208'*A15x4 
y16 + 1.95215295615667'*A14x6yL6 +2. ' x8^8 + 6.404366746596053'*A16 
' - 1.64045920082364'*A15x2 y18 +1.30143530410446'*A14
5 X4 y18 + 0.5' x6^8 + 6. i y20 + 3.9043059123134 '*A13x2 
' y20 + 2. ' x'y20 + 0. ' y22 + 0.5'x2 y22 + 0.25'y24) A2+ .
4.' (-1.' (-37324.8' - 74649.6'X2 - 48600. ' x4 - 11275.199999999995'X6- 
486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023' y2 - 
79315.20000000004 * x2 y2 - 51904.799999999996' x4 y2 - 
6998.400000000001' x6 y2 + 199454.39999999997' y4 - 
6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' X*yf + 141717.6' y8 - 
83980.80000000002' x2 y8 - 70858.80000000002'y8)A 2+..
(46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' X4 + 5832.' x6 + 209952.' y2 + 209952 
x2 y2 + 52488.' X4 y2 + 314928.' y4 + 157464.' x2 y4 + 157464.' y8)
(9914.400000000001' + 11801.376000000002' x2 + 6451.704' x4 +
2279.448' x6 + 409.3200000000001' x8 + 13.500000000000004' x10 - 
45820.07999999997'y2 - 13391.567999999985' x2 y2 + *
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Λ X Xf.». ΐΐ · ·χ >;■.·.·· 5
r - %'·1;· χ _ '·
χχΧ' ·■·*' .·;
267.30000000000007' Xs y2 - 137819.88' y4 - 23506.84800000002' χ2 y4 + 
3946.320000000003' χ4 y4 + 2070.3600000000006,' χ® y4 - 
117412.74000000008' y® - 31492.800000000003' x2 y® +
7844.040000000001' X4 y6 - 63772.92000000001'y8* .
14565.420000000002' x2 y8 + 10628.820000000002'y10) ) Λ3))A (1 /3)) /
(46656. ' + 69984. ' χ2 + 34992. 
209952. '·Χ
|r χ2 ... / · χ .·
y2 + 52488.* V
χ4 + 5832.' χ6 + 209952.' y2 +
y2 + 314928. 
y4 + 157464, ’
afX /Xj
y4 + 1574 64 .'
y6);
S2
< *· 1 >.
:··, c:.·<:.■' · · ■
- (0.3333333333333333' (-37324.8' - 74 64 9.6' x2 - 48600.' x4 - 11275.199999999995' x6 - 
, 486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023' y2 - 79315.20000000004' x2 y2 - 
51904.799999999996'X4 y2 - 6998.400000000001' x6 y2 +
199454.39999999997' y4 - 6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' x4 y4 + 
141717.6' y6 - 83980.80000000002' x2 y® - 70858.80000000002'y8)) /
(46656. ' + 69984 .' x2 + 34992. ' x4 + 5832. ' x6 + 209952.' y2 + 209952.' x2 y2 +
52488. ' x4^ + 314928. ' y4 + 157464. ' x2 y4 +157464.' y8) +
((0.20998684164914555' + 0.3637078786572405' i)
(-1.' (-37324.8' - 74649. 6'x2 -48600.'x4-11275.199999999995'x6-
, 486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023'y2 - 79315.20000000004' x2 y2 - 
51904.799999999996' x4 y2 - 6998.400000000001' x6 y2 + 199454.39999999997' 
’’.Λ; y4 - 6998.400000000027' x2 y4 -36741.600000000006' x4y* +
141717.6'y* - 83980.80000000002' x?y·-70858.80000000002' y8) Λ2 + >
3. ' (46656.' + 69984. ' x2 + 34 992. ' x4 + 5832.' x® +209952.' y2 +209952.' a^y2 + 
52488. ' x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 . ' x2 y4 + 157464 .' y6) (9914.400000000001' + 
11801.376000000002' x2 + 6451.704' X4 +2279.448' x6 + 409.3200000000001' Xs + 
13.500000000000004' x10 - 45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985' x2 y2 + 
12048.588' x4 y2 + 3680.6400000000003' x6 y2 + 267.30000000000007' x8 y2 - 
137819.88'y4 -23506.84800000002' x2 y4 + 3946.320000000003' x4 y4 + 
2070.3600000000006' x6 v4 - 117412.74000000008' y6 -
■ ·» · ■* ,* ■* ·■ .a·;:· .,·■■■..-.*·. .‘w, ;,(·
31492.800000000003' x2 y8 + 7844.040000000001' X4 y8 - 63772.92000000001' y8 + 
14565.420000000002'x2 y8 + 10628.820000000002'y10)))/;
((46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832. ' x6 +209952. ' y2 + 209952. ' x2 y2 +
52488. ' x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .' x2 y4 + 157464 .' y®)
(2.5389989167109375'*A10 + 9.742392743309481'*Λ13χ2 +
4.812067318549415'*Λ14 X4 +1.0112724777803568'*Λ15χ® + ;
1.1931915738432872'*Α15 χ8 + 8.718701704452624'*Α14 χ10 +
4.0778922431468094■*Λ14χ12 + 1.2100067024710247'*Α14 χ14 +
2.155870592155143'*Α13χ16 + 2.0123814486887383'*Λ12χ18 +
6.952713526609894'*Λ10χ2° + 6.611976345599937'*Λ8χ22 +
2.9802322387695312'*Λ-8χ24 + 4.836792936332828'*Λ12γ2 +
1.0742504416601538'*Λ14χ2 y2+7.9552739233018'*Λ14χ4γ2 +
1.941332747794058'*Α15χ® y2 + 2.357976069633132'*Λ15χ® y2 +
1.645069764989325'*Α15χ10 y2 + 6.902779660848735'*Α14 χ12 y2 +
■ 1.7186836746749525'*A14x14y2 + 2.3439700788276734' *Λ13χ1® y2 +
1.4186193608775137'*A12xl8y2 + 1.9835929036799988'*Λ10χ2° y2 +
0.' χ22 y2 + 3.21132582985528'*A14y4 + 7.0898497950437'*A14 x2 y4 +
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1.17216376113436'*Α14χ4γ4 - 6.42808353051814'*Α14x? y4 - 
3.58628042925216'*Α14 χ8 y4 + 1.98167675293507;*Α14 x10 y4 +
2.487109514865165'*Α14χ12 y4 + 8-722354887503325'*Λ13χ14 y4 +
1.1520072834844234'*A13x16y4 + 2.6778504199679883'*Α11χ18 y4 +
0. 'x^y4 +8.288942813438599'*A15y® + 3.5204136558798608' *Λ 16 3^ y6 +
4.9854128729418576'*A16 X4 y* + 3.2889809530354672'*A16x® y6 +
1.1021914503169804'*A16x® y6 + 1.968697311129105'*A153^0y6 +
2.704925768845715'*A14 x12 y6 + 4.2116993374108125'*A13x14 y*>
2.1422803359743906' *A12x16 y6 + 0. ' x18 y® + 6.032492900050812’'*A1 ey8 *· * y 
2.1803459439895725'*A17x2 y8 + 2.6407912909593402'*A17x4 y8 + 
1.441410847969183'*A17x6 y8 + 3.6132225897843344'*A16x8 y8 +
3.28607817309819' ^Ιδχ10 y® + 1.617064606938025' *A13x“ y8 '+■/.
1.1246971763865562' *A13x^4 y8 + 0. ' x16 y8 + 2.0892918887762067' *A17yld +
5.860215228502327'*Λ17χ2 y“ + 5.343703438081843'*A17X4 y10 +
1.9683191498534202'*A17x® y10 + 2.3912920130384684'*A16x8 y10 - 
4.715555341341805'*A14x10 y10 + 4.048909834991625'*A13x12 y10 +
0, ' x?4 y10 + 4.008997438508142'*A17y12 + 8.1348048546i5626'*Ai7x? y12 + 
t.866994782491996 *A17 x4y12 + 8.573249437769507'*A16x? y12 -
1, 983246012953003' *A15x® y12 + 1.01222745874791'*A14 x10 y12 +
0. ' x12 y12 +4.3971315052193114'*A17y14 + 5.73460557734933'*A17x2 y14 +
L. 6397680181739078'*A17X* y14 - 3.887204088391256'*Λ15χ6 y24 + :
L. 73524707213926' *A14 x8 y14 + 0.25' x10 y14 + 2.59350388911741' *A17yi6 +
L.6136547669983597'*A17x2 y16 - 3.918390334382208'*A15x4 y16 +
1.95215295615667'*A14x6yL6 + 2. ' x8^6 + 6.404366746596053'*A16y18 - 
L. 64045920082364'*A15x2y18 + 1.3014353041044 6'*A14 x4 y18 +0.5' x6 y18 +
S. ' y20 + 3.904 305 9123134'*A13x2y20 + 2. ' x4 y20 + 0. ' y22 + 0.5' x2 y22 +
1. 25' y24 + V ((2.5389989167109375' *A10 + 9. 742392743309481' *A13
x2 + 4.81206731854 9415'*A14 χ4 + 1.0112724777803568'*A15 
- X6+ 1.1931915738432872'*A15x8+ 8.718701704452624'*A14 
• x10 + 4.07789224314 68094'*A14x12 +1.2100067024710247'*A14
x14 + 2.155870592155143'*A13x16 + 2.0123814486887383'*A12 
X18 + 6.952713526609894'*A10x2° + 6.611976345599937'*A8 
x22 + 2.9802322387695312' *A-8x24 + 4.836792936332828'*A12 
y2 + 1.0742504416601538'*A14 x2 y2 + 7.9552739233018'*A14 x4 
y2 + 1.941332747794058'*A15x6 y2 + 2.357976069633132'*A15x? 
y2 + 1.645069764989325'*A15x10 y2 + 6.902779660848735'*A14 x12 
y2 + 1.718683674 674 9525'* A14xl4y2 + 2.3439700788276734' *A13x16 
y2 + 1.4186193608775137'*A12x18y2 + 1.9835929036799988'*A10x?° 
y2 + 0.' x22 y2 + 3.21132582985528'*A14y4 + 7.0898497950437'*A14 
x2 y4 +1.17216376113436'*A14x4 y4 - 6.42808353051814'*A14x6 
‘ y4 - 3.58628042925216' *A14x8y4 + 1.98167675293507' *A14x10
y4 + 2.487109514865165'*A14 x12 y4 + 8.722354887503325'*A13x14 
y4 + 1.1520072834844234'*A13x16y4 + 2.6778504199679883'*A11 X18 
y4 + 0.' x20 y4 + 8.288942813438599'*A15y® +3.5204136558798608'*A16 
x2 y6 + 4.9854128729418576'*A16x4y® + 3.2889809530354672'*A16 
xe y6 + 1.1021914503169804'*A16x8y® + 1.968697311129105 ‘‘^Sx10 
y6 + 2.704925768845715'*A14 x12 y8 +4.2116993374108125'*A13x14 
y* +2.1422803359743906'*A12x16ye + 0.' x^y8 + 6.032492900050812'*A16 
; . y® + 2.1803459439895725'*A17xzy8 + 2.6407912909593402'*A17x4 
' . y8 + 1.441410847969183'*A17x®y8+ 3.6132225897843344'*A16x®
y8 + 3.28607817309819'*A15x10 y8 + 1.617064606938025'*A13x12 y8 +
1.1246971763865562'*A13x14 y8 + 0.' x16 y8 + 2.0892918887762067'*A17 
y10 + 5.860215228502327'*A17x2 y10 + 5.343703438081843'*A17x4 
y10 + 1.9683191498534202'*A17x® y10 + 2.3912920130384684'*A16x8 f . 
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y10 + 0. ‘ X^y10 + 4.00899743Θ508142" *Αί 7γ*? + 8.134804854615626‘*A17 
x2 y12 + 4.866994782491996"*A17X4 y12 + 8.573249437769507" * A16 
Xs y12 -1.983246012953003"*A15x8y12 + 1.01222745874791 "*A14x10 ‘ 
y12 + 0. ‘ x12 y12 + 4.3971315052193114 “ *A17y14 + 5,73460557734933" *A17 
x2 y14 + 1.6397680181739078" *A17x* yj? - 3.887204088391256"*A15x* , 
y14 + 1.73524707213926"*A14 x8 y14 + 0.25" x10 y24 + 2.593503889ΐΐ741'*Α17 
y1* + 1.6136547669983597" *A17x2y16 - 3. 918390334382208'*A15X* : .0 
y16 + 1.95215295615667" *A14x6yL6 +2. ' x8 y16 + 6.404366746596053"*A16 
v;’*· y18 -1.64045920082364"*A15x2 y18 + 1.30143530410446"*A14 i',\.
X4y18 + 0.5'x6yt8 + 6.'y20+3.9043059123134"*A13*2 
y^ + Z." X4 y20 + 0." y22 + 0.5" x2 y22 +0.25" y24) A2 +
4. " (-1." (-37324.8" -7464 9.6" x2 -48600." x4 - 11275.199999999995" x6 -
486.0000000000001" x8 - 6998.400000000023" y2 - ’ \ ' l,
79315.20000000004" x2 y2 - 51904.799999999996" x4 y2 - 
j ;.· ■*-' 6998.400000000001" x6 y2 + 199454.39999999997" y4 - /':i.·ft' ^
6998.400000000027 ‘ x2 y4 - 36741.600000000006" x4 y4+ 141717.6* y*jr 
83980.80000000002' x2 y6 - 70858.80000000002* y8) A 2 + ;L. J’·
3. ' (46656. ' + 69984.' x2 + 34992. ' X4 + 5832.' x6 + 209952,' y2 + 209952.' 
x2 y2 + 52488. ' x4 y2 + 314 928.' y4 + 1574 64.' x2 y4 + 1574 64 . ' y6 ) $$
(9914.400000000001* + 11801.376000000002" x2 + 6451.704" x4 + ; ' 5
2279.448" x6 +409.3200000000001" x8 + 13.500000000000004" x10- 
45820.07999999997"y2 - 13391.567999999985" x2 y2 +
12048.588* x4 y2 +3680.6400000000003" Xs y2 + :
267.30000000000007" x8 y2 - 137819.88" y4 - 23506.84800000002" x2 y4 + 
3946.320000000003" X4 y4 + 2070.3600000000006" x6 y4 - 
117412.74000000008" y6 - 31492.800000000003" x2 y6 +
7844.040000000001" X4y® - 63772.92000000001*y8 + v 
14565.420000000002" x2 y8 + 10628.820000000002" y10) ) A3) )A (1/3)) - 
13228342099734997" -0.22912160616643376" i) (2.5389989167109375"*A10 +
9.742392743309481 "*A13x2 + 4.812067318549415"*A14 x4 + " ^ ύ
. 1.0112724777803568"*A15x® +1.1931915738432872"*A15x? +
8.718701704452624' *A14 x10 + 4.0778922431468094 * *A14 x12 +
1.2100067024710247" *A14 x14 + 2.155870592155143'*A13x16 +
2.0123814486887383"*A12x18 + 6. 952713526609894 "*A10x2° + .!
6. 611976345599937"*A8x22 + 2.9802322387695312" *A-8x24 +
4.836792936332828"*A12y2 +1.0742504416601538"*A14x2 y2 +
7.9552739233018"*A14x4y2 +1.941332747794058"*A15x6 y2 +
2.357976069633132"*A15x8 y2 + 1.645069764989325" *A15x*·0 y2/·- ί
6.902779660848735"*A14 x12 y2 + 1.7186836746749525"*A14 x14 y2 +
2.3439700788276734'*A13x16 y2 +1.4186193608775137"*A12x18 y2 +
1.9835929036799988"*A10xzo y2 + 0.' x22 y2 +
3.21132582985528"*A14y4 + 7.0898497950437"*A14 x2 y4 +
1.17216376113436"*Λ14 x4 y4 - 6.42808353051814'*A14 x6 y4 - 
3.58628042925216"*A14 x8 y4 + 1.98167675293507" *A14 xi10 y4 +v’
2.487109514865165"*A14x12 y4 + 8.722354887503325"*A13x14 y4 +
1.1520072834844234'*A13 x16 y4 + 2.6778504199679883"*A11 x18 y4 +
0," x^y4 + 8.288942813438599'*Α15γε + |
3.5204136558798608"*A16x2 y6 + 4.9854128729418576"*A16x4 y6 +
3.2889809530354672"*A16x® y8 + 1.1021914503169804"*A16x8 y6 + 
1.968697311129105"*A15x10 ys + 2.704925768845715"*A14 x^y6 +
4.2116993374108125" *A13xl4y® + 2.1422803359743906"*A12x16y8 + . ^ I ‘
0. ' x18 y* + 6.032492900050812'‘-Ίδγ8 + -
2.1803459439895725"*A17x2y8 + 2.6407912909593402"*A17x* y8 +
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. 28607817309819 **A15x10y8 + 1.617064606938025‘^lSx12 y8 +
. 1246971763865562* *Λ13χ“ y8 + 0. ‘ '
. 0892918887762067* *A17y10 + 5.860215228502327**A17x2 y10 +
. 343703438081843**A17x4 y10 + 1.9683191498534202* * A17 X® y10 + ^
.3912920130384684**A16x®y10 - 4.715555341341805**Al4x10y10 +
. 048909834991625 **A13x12 y10 + 0. * χ*·5y28 +v.: ‘ ' L;'" ’*
. 008997438508142 **A17y12 + 8.134804854615626* *A17x2 y12 +
.866994782491996**A17x4 y22 + 8.573249437769507**A16xe y12 - 
. 983246012953003 **A15x8y12+l. 01222745874791 * *A14 x10 y22 +
, * x12 y22 + 4.3971315052193114 * *A17y14 + . ..
. 73460557734 933* *A17x2yL4 + 1.6397680181739078**A17x4 y24 - 
. 887204088391256* *A15x6 y24 + 1.73524707213926* *A14 x8 y14 +
,25·* x^y14 + 2.59350388911741* *A17y28+-
6136547669983597**A17x2 y16 - 3.918390334382208**A15x4 y2* +
95215295615667**A14x®y16 + 2. * x8^® +
404366746596053**A16y^8 - 1.64045920082364**A15x2yie +
30143530410446**A14x4 y28 + 0.5* x® y28 + 6. * y20 ♦
9043059123134 **A13x2 y20 + 2. * x4 y20 + 0. * y22 +0.5* x2 y22 +
25* y24 + V ( (2.5389989167109375**A10+ 9.742392743309481 **A13 
x2 + 4.812067318549415'*Α14χ4 +1.0112724777β03568'*Α15 
xe + 1.1931915738432872**A15x8 + 8.718701704452624'*A14| 
x10 + 4.0778922431468094 **A14x12 + 1.2100067024710247* *A14 
x14 + 2.155870592155143* *A13x16 + 2.0123814486887383* *A12 
x18 + 6. 952713526609894'*A10x20 + 6.611976345599937'*A8 
x22 + 2.9802322387695312* *A-8x24>4.836792936332828**A12 
y2 + 1.0742504416601538**A14x2 y2 + 7.9552739233018**A14X4 
^ + 1.941332747794058' * A15x6 y2 + 2.357976069633132' * A15 x8 
y2 + 1.64 5069764 989325**A15x10 y2 + 6.902779660848735'*A14 x22 
- y2 + 1.7186836746749525**A14xuy2 + 2.3439700788276734' *A13 x18 ; IV
y2 + 1.4186193608775137**A12x18y2 +■ 1.9835929036799988**A10x2° 
y2 + 0.' x22 y2 + 3.21132582985528**A14y4 + 7.0898497950437**A14 ' 1 ]
x? y4 +. 1.17216376113436* *A14 x4 y4 — 6.42808353051814 * *A14 Xs ·.,
V y4 - 3.58628042925216* *A14 x8 y4 + 1.98167675293507'*A14 xf° 
y4 + 2.487109514865165**A14x12 y4 + 8.722354887503325**A13x14 
y4 + 1.1520072834844234 * *A13x16y4 + 2.6778504199679883* *Allx18 
y4 + 0.' x20 y4 + 8.288942813438599**A15y® + 3.5204136558798608**A16 
x2 y6 + 4.9854128729418576**A16x4y® + 3.2889809530354672**A16 
x6 y6 + 1.1021914503169804**A16x8y6 +1.968697311129105**A15x10 
y6 + 2.704925768845715**A14x12 y6 + 4.2116993374108125**A13x14 
y® + 2.1422803359743906* *A12x16 y® + 0. ' x18y® + 6.032492900050812**A16 
y8 + 2.1803459439895725* *A17x2 y8 + 2.6407912909593402* *A17x* 
y8 + 1.441410847969183'*A17x6 y8 +3.6132225897843344'*A16x®
Γ VV y8 + 3.28607817309819**A15x10 y8 + 1.617064606938025**A13x12 y8 +
1.1246971763865562'*A13x14 y8 + 0.' x16 y8 +2.0892918887762067**A17 
y18 + 5.860215228502327**A17x2 y28 + 5.343703438081843**A17x4 
y10 + 1.9683191498534202**A17x® y10 + 2.3912920130384 684 ' *A16x® 
y10 - 4.715555341341805' *A14 x10 y10 + 4.048909834991625 '♦■'lSx12 
y10 +0.' x^y20 + 4.008997438508142**A17y12 + 8.134804854615626'*A17 · ( 
x2 y22 + 4.866994782491996* *A17x® y12 + 8.573249437769507**A16 
■· x® y22 -1.983246012953003* *A15x8 y22 + 1.01222745874791' *A14 x10 ·* *
y12 +0.* x^y12+ 4.3971315052193114**Λ17ν4 + 5.T3460557734933**A17 
x2 y24 + 1.6397680181739078**A17x4 y24 - 3.887204088391256**A15x® v , 
y14 + 1.73524707213926**A14x® y14 + 0.25* x10 y14 + 2.59350388911741**A17 
y28 + 1.6136547669983597**A17x? y1® - 3.918390334382208**A15x4 
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y18 - 1.64045920082364**Λ15χ2 y18 + 1.3014353041044 6'*Λ14 
x1 y18 + 0.5' x'y18 + 6. ' y20 + 3. 9043059123134 '*A13x2 
y20 + 2. ' x*?20* 0. 'y22 + 0.5* x2 y22 + 0.25* y24) Α2 ΐ ■·>·■■■;
4. ' (-1. ' (-37324.8* - 74 649.6' x2 -48600.' x4 - 11275.199999999995' x® - 
486.0000000000001'x8 - 6998.400000000023'y2 - 
79315.20000000004' x2 y2 - 51904.799999999996' x4 y2 - 
6998.400000000001' x6 y2 + 199454.39999999997'y4 - 
6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' x4y4 + 141717.6' y6 - 
: ; 83980.80000000002'x?y«-70858.80000000002 ν)λ2 +
/ 3.' (46656. * + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832. * x6 + 209952.' y2 + 209952. *
, x2 y2 + 52488.' X4^ + 314928.' y4* 157464 .* x2 y4+157464.'y®)
(9914.400000000001' + 11801.376000000002' x2 + 6451.704' x4 +
2279.448 'x® + 409.3200000000001' x8 + 13.500000000000004 ' x^-·X 
S ~ 45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985' x2 y2 +"
12048.588* X4 y2 + 3680.6400000000003* x6 y2 + ✓ t **' > . i
267.30000000000007' x? y2 - 137819.88* y4 - 23506.84800000002* x2 y4 + 
3946.320000000003' X4y4 + 2070.3600000000006' - . s,
117412.74000000008' y6 - 31492.800000000003* x2 y® + , }
7844.040000000001' X4 y® - 63772.92000000001* y8 + ; ί 
14565.420000000002* x2 y8 + 10628.820000000002* y10) ) *3) ) A (1 / 3) ) / 
(46656. ' + 69984 . ' x2 + 34992. ' Jt4 + 5832 .' x® + 209952.' y2 + 5




y2 + 52488. * 
x4
y2 + 314928. 







• ·.*-;> '..5 i 
’ A. v. ···
■ (0.3333333333333333* (-37324.8' - 74 64 9.6* x2 -48600.' x4 - 11275.199999999995' x® - 
486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023'y2 - 79315.20000000004' x2 y2 - 
51904.799999999996' x4 y2 - 6998.400000000001' x® y2 +
199454.39999999997'y4 - 6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' x4 y4 + 
141717.6' y® - 83980.80000000002' x2 y® - 70858.80000000002' y8)) /
(46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832. ' x® + 209952.' y2 + 209952. ' x2 y2 +
52488. ' x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .' x2 y4 + 1574 64 .' y®) - 
(0.419973683298291* (-1. * (-37324.8' -74649.6'x2 - 48600.' x4 - 11275.199999999995' 
x® - 486.0000000000001* x8 - 6998.400000000023'y2 - 79315.20000000004' 
x2 y2 - 51904.799999999996' x4 y2 - 6998.400000000001' x® y2 +
199454.39999999997'y4 - 6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' 
x4y* + 141717.6' y® - 83980.80000000002' x2 y® - 70858.80000000002' y8) A2 + 
3. ' (46656. ' + 69984. ' x2 + 34 992. ' x4 + 5832. ' x® +209952. ' y2 +209952. ' x2 y2 +
52488. ' x4^ + 314928. ' y4 + 157464 .' x2 y4 + 157464 .'y®) (9914.400000000001' + 
11801.376000000002* x2 + 6451.704* X4 +2279.448' x* + 409.3200000000001' x8 + 
13.500000000000004' x10 - 45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985' x2 y2 + 
12048.588* x4 y2 + 3680.6400000000003* x® y2 + 267.30000000000007* x^y2 - 
f. 137819.88' y4 - 23506. 84800000002' x2 y4 + 3946.320000000003' X4y4 + '
2070.3600000000006' x® y4 - 117412.74000000008' y® - ' ■ : ' ΐ i Γ
31492.800000000003' x2 y® + 7844.040000000001' X* y® - 63772.92000000001' y8 + 
V 14565.420000000002' x2 y8 + 10628.820000000002' y10)))/
((46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832.' x® +209952. ' y2 + 209952.' x2 y2 + J ,
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52488. * x^y2 + 314928. * y4 + 157464. * x2 y4 + 157464 . * y6)
(2.5389989167109375* *A10 + 9.742392743309481 **A13x2 +
4.812067318549415**A14X4 + 1.0112724777803568**A15x6 +
1.1931915738432872**A15x® + 8.718701704452624**A14 x10 +
4.07789224314 68094 **A14x12 + 1.2100067024710247**A14 x14 +
2.155870592155143 **A13x16 + 2.0123814486887383* *A12x18 +
Ϋ 6. 952713526609894 **A10x20 + 6. 611976345599937**A8x22 +
2.9802322387695312* *A-8x24 + 4.836792936332828* *A12y2 +
1.0742504416601538**A14x2 y2 +7.9552739233018**A14x4y2 +
1.941332747794058 * *A15 x6 y2 + 2.357976069633132 * * A15 x8 y2 +
1.645069764989325 * *A15 x10 y2 + 6.902779660848735**A14 x12 y2 +
1.7186836746749525* *A14x14y2 + 2.3439700788276734 * *A13x16y2 +
1.4186193608775137* *A12x18 y2 +1.9835929036799988* *A10x20 y2 +
0.* x22 y2 +3.21132582985528**A14y4 + 7.0898497950437**A14x2 y4 +
1.17216376113436**A14x4y4 - 6.42808353051814 **A14x6 y4 - 
3.58628042925216* *A14x8y4 + 1.98167675293507**A14x10 y4 +
2.487109514865165 * * A14 x12 y4 + 8.722354887503325 **A13x14 y4 +
1.1520072834844234**A13x16y4 + 2.6778504199679883**A11 x18y4 +
0.* x20 y4 + 8.288942813438599**A15y6 + 3.5204136558798608**A16x2 y6 +
4.9854128729418576* *A16x4 y8 + 3.2889809530354672**A16x® y6 +
1.1021914503169804 * *A16 x8 y6 +1.968697311129105 * *A15x10 y6 + 
t 2.704925768845715 * *A14x12y6 + 4.2116993374108125* *A13x14 y6 +
2.1422803359743906* *A12x16 y8 + 0. * x18y8 + 6.032492900050812**A16y8 +
2.18034594 39895725**A17x2 y® +2.6407912909593402**A17x4 y8 +
1.441410847969183**A17x6 y8 + 3.6132225897843344 * *A16x8 y8 +
3.28607817309819* *A15x10 y8 + 1.617064606938025* *A13x12 y8 + > V
1.1246971763865562**A13x*4 y8 + 0. * x16y8 + 2.0892918887762067**A17y10 + !
5.860215228502327 * * A17 x2 y10 + 5.343703438081843**A17x* y18 +
1.96831914 98534202* *A17x® y10 + 2.3912920130384684 * *A16x8 y10 - 
4.715555341341805* *A14 x10 y10 + 4.048909834991625 **A13x12 y10 +
0. * x14 y10 +4.008997438508142**A17yi2 + 8.134804854615626**A17x2 y12 +
4.866994782491996**A17x4 y12 + 8.573249437769507**A16x? y12 - 
1.983246012953003**A15 x8 y12 + 1.01222745874791* *A14x10y12 +
0. * x12 y12 + 4.3971315052193114 **A17y14 + 5.73460557734933* *A17x2 y14 +
1.6397680181739078**A17x4 y14 - 3.887204088391256**A15x6 y14 +
1.73524707213926* *A14 x8 y14 + 0.25* x18 y14 + 2.59350388911741* *A17y16 +
1.6136547669983597**A17x2 y16 - 3.918390334382208**A15x4 y16 +
1.95215295615667**A14x6y16 + 2. * x8 y16 + 6.404366746596053**A16y18 - 
1.64045920082364**A15x2 y18 + 1.30143530410446**A14X*y18 +6.5* x6^8 *
6. * y20 + 3.9043059123134 **A13x2 y20 + 2. * x4 y20 + 0. * y22 + 0.5* x2 y22 +
0.25* y24 + V ((2.5389989167109375* *A10 + 9.742392743309481 **A13 
X2 + 4.812067318549415**A14x4 + 1.0112724777803568 **A15 
Xs + 1.1931915738432872**A15x8 + 8.718701704452624**A14 
x10 + 4.0778922431468094**A14x12 + 1.2100067024710247**A14 
x14 + 2.155870592155143**A13x16 + 2.0123814486887383* *A12 
x18 + 6. 952713526609894 **A10x20 + 6. 611976345599937**A8 
x22 + 2.9802322387695312**A-8x24 +4.836792936332828**A12 
y2 + 1.0742504416601538* *Λ14x2 y2 + 7.9552739233018**A14X*
.. r . y2 + 1.941332747794058* *A15x® y2 + 2.357976069633132**A15x? 
y2 + 1.645069764989325**A15x10y2 + 6. 902779660848735**A14x12 
y2 + 1.7186836746749525* *A14 x14 y2 + 2.3439700788276734 **A13x16 
y2 + 1.4186193608775137**A12x18y2 + 1.9835929036799988**A10x20 
y2 + 0.* x22 y2 + 3.21132582985528**A14y4 + 7.0898497950437**A14 
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-■··■ ·■ '.-.ν'*.·;·.+ «;/■ · ν:
y4 - 3.58628042925216'*Λ14 χ8 y4 + 1.98167675293507'*Λ14 χ10 
y4 + 2.487109514865165' * Α14 χ12 y4 + 8.722354887503325' *Λ13χ“ 
y4 + 1.1520072834844234'*Α13χ?·* y4 + 2.6778504199679883'*a11jc18 ΐ _ ; 
y4 + Ο. ' x^y4* 8.28894281343β5?9'*Α15γ® +3.5204136558798608'*A16 
x2^ + 4.9854128729418576'*A16x4y* +3.2889809530354672'*A16 
+ 1.1021914503169804'*A16x8ys+ 1.9686973lil29ip5'*A15x10 
y® + 2.704925768845715'*A14x12y® + 4.2116993374108125**A13ac^4 : 
y6 + 2.1422803359743906'*A12xL6y6 + 0.' x18 y® + 6.032492900050812'*A16 
y8 + 2.1803459439895725'*A17x2 y8 + 2.6407912909593402'*Λ17x4 - * 
y8 + 1.441410847969183'*A17x®y8 + 3.6132225897843344'*A16x* 
y8 + 3.28607817309819'*A15x10 y8 +1.617064606938025'*A13x12 y8 + ""
.1.1246971763865562'*A13x14 y® + 0.' x16y8 + 2.0892918887762067' *A17 
? y10 + 5.860215228502327'*A17x2 y10 + 5.343703438081843'*A17X*
: y18 + 1.9683191498534202'*A17x®y10 + 2.3912920130384684'*A16x® : 
y10, - 4.715555341341805' * A14 x10 y10 + 4.04 8909834991625' *A13x42 .
y10 + 0. ' x^y10 + 4.008997438508142'*A17y12 + 8.134804854615626'*A17 
x2 y12 + 4.866994782491996'*A17x< y12 + 8.573249437769507'*A16 
x6^-1.983246012953003'*A15xey12+1.01222745874791;*α14χ10 
y“ + 0. * x^y22 + 4.3971315052193114'*A17y14 + 5.73460557734933'*A175 
x2 y14+ 1.6397680181739078'*A17x4y14 - 3.887204088391256'*A15x®; ' s 
. y14 + 1.73524707213926'*A14x8y14 + 0.25' x10y14 +2.59350388911741'*Α17'
y16 + 1.6136547669983597'*A17x2y1® -3.918390334382208"*A15x4 V . 
y1® + 1.95215295615667'*A14 x6 y1® + 2.' x8 y1® + 6.404366746596053'*A16 - 
y18 - 1.64045920082364'*A15x2 y18 + 1.30143530410446'*A14 
X4 y18 + 0.5' x® y48 + 6.'y20+3. 9043059123134'*A13x2 ; · , '
y20 + 2.' x'y20 + 0.' y22 + 0.5' x2 y22* 0.25' y24) A2 +
, 4.' (-1. ' (-37324.8* - 74 64 9.6' x? - 48600. ' x4 - 11275.199999999995* x® -
486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023' y2 - vV - -
79315.20000000004' x2 y2 -51904.799999999996* x4 y2 - 
6998.400000000001' x® y2 + 199454.39999999997' y4 - . ‘ vi
6998.400000000027' x2 y4 - 36741.600000000006' X4y4 + 141717.6' y® - 
. 83980.80000000002' x? y® - 70858.80000000002'y®).A2 + iv
3.' (46656. ' + 69984.:' x? + 34992. ' X4 + 5832. ' X® + 209952.' y2 + 209952.' 
x2 y2 + 52488. ' x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .'x2 y4 + 157464 .'y®) 
(9914.400000000001' + 11801.376000000002' x2 + 6451.704* x4 +
2279.448' x® + 409.3200000000001' x8 +13.500000000000004' x10 - 
45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985'x? y2 + ' .
12048.588* x4 y2 + 3680.6400000000003' x® y2 +
267.30000000000007' x8 y2 - 137819.88' y4 - 23506.84800000002' x2 y4 + 
3946.320000000003' X4 y4 + 2070.3600000000006'x^y4 - >
117412.74000000008'y® - 31492.800000000003* x? y® +
7844.040000000001' X4 y® - 63772.92000000001' y8 +
14565.420000000002' x2 y8 + 10628.820000000002' y10) )A 3))A (1 /3)) + 
.26456684199469993' (2.5389989167109375'*A10 + 9.742392743309481' *A13x2 +
4.812067318549415**Λ14 X4 + 1.0112724777803568'*A15x® + i|
1.1931915738432872' ‘■'«x3 + 8.718701704452624 ' *A14 x10 +
4.0778922431468094'*A14x12 + 1.2100067024710247'*A14 x14 +
2.155870592155143' *A13x16 + 2.0123814486887383' *A12x18 + ~
: 6. 952713526609894 '*A10x2° + 6. 611976345599937'*A8x22 +
2.9802322387695312' *A-8x24 + 4.836792936332828'*A12y2 +
1.0742504416601538'*A14x? y2 + 7.9552739233018\*A14x4 y2 + i ;
1.941332747794058'*A15x®y2 + 2.357976069633132'*A15x® y2 +
1.645069764?89325'*A15x10y2 + 6. 902779660848735'*A14x12 y2 +
1.7186836746749525' ♦^x^y2 +2.3439700788276734 '*A13x16y2 + ^ ,
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. 4186193608775137" *Α12χ18ιγ2 +1.9835929036799988'*Α10χ2° γ2 +
' ^22 y2 +3.21132582985528'*Λ14γ4 +
. 0898497950437,'*ΑΪ4χ2γ4 +1.17216376113436' *Α14 X4 y^%. i
. 42808353051814 ' *Λ14 χ6 y4 - 3.58628042925216'*Λ14 χ8 y4 + 
.9β167675293507'*Α14χ10γ4+2.4β7109514865165'*Α14χίι2γ4+ :
. 722354887503325'*Λ13χ14 y4 + 1.1520072834844234'*Α13χ1* y4 + 
6778504199679883' *Λ11 χ18 y4 ♦ 0. ' x^y4 +
. 288942813438599'*A15y8 +3.5204136558798608'*Λ16χ2 γ4 +
. 9854128729418576'*Λ16χ4 γ6 + 3.2889809530354 672'*Λ16χ® y6 +
1021914503169804' *Α16χ® y4 + 1.968697311129105' ♦'Ίδχ10 y4 +
704925768845715'*Α14 χ12 y6 + 4.2116993374108125'*Λ13χ14 γ6 +
1422803359743906'*Α12χ16 y4 + Ο. ' x^y4»
032492900050812'*A16y8 +2.1803459439895725'*A17xzys +
 6407912909593402'*Λ17χ4 y8 + 1.441410847969183'*Λ17χ6 y8 +
. 6132225897843344' *A16x? y8 + 3.28607817309819'*A15xLOy8 + ' - ,
617064 606938025'*Λ13χΡ y8 + 1.1246971763865562'*A13x14 y8 +
.. ' x^y8 +2.0892918887762067'*A17y10 + . ’’ ,<-■ ‘ I*
. 860215228502327'*A17 x2 y10 + 5.343703438081843'*A17x* y10 +
. 9683191498534202'*A17x6 y10 +2.3912920130384 684'*A16x8 y1* - 
. 715555341341805'*A14x10 y10 + 4.048909834991625' ^lSx12 y10 +
. ’ x14 y10 + 4.008997438508142'*A17y12 +
. 134804854615626'*A17x2 y12 + 4.866994782491996'*A17x4 y12 + 
573249437769507' *A16x® y12 - 1.983246012953003'*A15x8 y12 + 
01222745874791'*A14x10ytz + 0. ' x12 y42 + ;
3971315052193114'*A17yL4 + 5.73460557734933'*A17x2 y14 +
6397680181739078'*A17X4 y14 - 3.887204088391256'*A15xe y14 + 
73524707213926' *A14 x8 y14 + 0.25' x10 y14 +
5935038891174l'*A17y16 + 1.6136547669983597'*A17x2 y16 - 
918390334382208'*A15x4y16 + 1.95215295615667'*A14 x6 y16 +
' x8 y14 + 6.40436674 6596053' *A16y18 -
64045920082364' *A15x2 y18 ΐ 1.30143530410446'*A14 x4 y18 +
5' x8 y18 + 6. 'y20 + 3.9043059123134'*A13x2y20 +
' x^y20 + 0; ' y22 + 0.5' x2 y22 + 0.25' y24 + , .
((2.5389989167109375'*A10 + 9.742392743309481'*A13
χ2 + 4.812067318549415'*Λ14χ4 +1.0112724777803568'*A15 
x6 + 1.1931915738432872'*A15x8 + 8.718701704452624'*A14 
x10 + 4.07789224314 68094'*A14x12 + 1.2100067024710247' *A14 
x14 + 2.155870592155143'*A13x16 + 2.0123814486887383' *A12 
x18 + 6.952713526609894'*a10x2O+ 6.611976345599937'*a8 
x22 + 2.9802322387695312'*A-8x24 + 4.836792936332828'*A12 
y2 + 1.0742504416601538'*A14 x2 y2 + 7.9552739233018'*A14 x4 
y2 + 1.94133274 7794058 '*A15x6y2+2.357976069633132' * A15 x8 
y2 + 1.645069764989325' *A15x10 y2 + 6. 902779660848735' *A14 x12 
y2 + 1.7186836746749525'*A14x14y2 + 2.3439700788276734 ' *A13x16 
y2 +1.4186193608775137'*A12x18y2 + 1.9835929036799988'*A10x20 
y2 + 0.' x22 y2 + 3.21132582985528'*A14y4 + 7.0898497950437'*A14 
x2 y4 + 1.17216376113436'*A14 x4 y4 - 6.42808353051814'*A14 x6 
y4 - 3.58628042925216'*A14x8 y4 + 1.98167675293507'*Α14χ^·; 
y4 + 2.487109514865165'*A14x12y4 + 8.722354887503325'*A13x^4 
+.3·. 1520072834844234'*Al3x^e y4+ 2.6778504199679883'*Allx18 
y4 + 0.'x?°y4 + 8.288942813438599'*A15y4+ 3.520413655879860&'*A16; .· 
x2^ +4.9854128729418576'*A16x4y4 +3.2889809530354672'*A16 
x6 y6 + 1.1021914503169804' *A16x8 y4 + 1.968697311129105'*A15x10 
y6 + 2.704925768845715'*A14X12y6 + 4.2116993374108125'*A13x14 . ·* 
y6 + 2.1422803359743906'*A12x16y6 + 0.' x18 y4 + 6.0324 92900050812'*A16
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y8 + 2.1803459439895725'*A17x2y8 + 2.6407912909593402'*A17 X* 
y8 + 1.441410847969183'*A17x* y8 + 3.6132225897843344'*A16x*- 
y® + 3.28607817309819'*A15x10 y8 + 1.617064606938025'*A13x12 y8 + ^ 
i^i246971763865562'*A13x14y8 + 0.' x16 y8 +2.0892918887762067'*A17 
y10 + 5.860215228502327'*A1 10 + 5.343703438081843'*A17 x4
y10 + 1.9683191498534202' *A17x6 yi0 + 2.3912920130384684' *A16x® 
y1® - 4.715555341341805'*A14x40 y10 + 4.048909834991625'*A13xu 
y10 + 0.' x^y10 + 4.008997438508142'*A17yl2;+ 8.134804854615626'*A17 
. x2 y12 + 4.866994782491996'*A17X4 y12 + 8.573249437769507'*A16 * V 
i x^y12 - 1.983246012953003'*A15x? y12 + 1.01222745874791'*A14x10
y“ + 0. ' x12y12 + 4.3971315052193114'*A17y*4 + 5.73460557734933'*A17;
1 x2^4 +1.6397680181739078'*A17x4y14 - 3.887204088391256'*A15x6
y14 +1.73524707213926'*A14x8yi4 + 0.25' x10 y14 + 2.59350388911741'*A17
y16 + 1.6136547669983597' *A17^ y1® - 3. 918390334382208'*A15X4
y16 + 1.95215295615667'*A14 Xs y16 + 2. ' x'V® + 6.404366746596053'*A16
y18 - 1.64045920082364'*A15x2 y18 + 1.3014353041044 6'*A14
x4 y18 + 0.5'x6^8 + 6. ' y20 + 3.9043059123134'*A13x2
y20 + 2. ' x4 y20 + 0. ' y22 + 0.5' x2 y22 + 0.25' y24) A2 +
4.' (-1.' (-37324.8' - 74 64 9 . 6'x2 -48600.' x4 - 11275.199999999995'x® - 
486.0000000000001' x8 - 6998.400000000023' y2 - 
79315.20000000004' x? y2 - 51904.799999999996' X4 y2 - 
6998.400000000001' x6 y2 + 199454.39999999997' y4 - 
6998.400000000027* x2 y4 - 36741.600000000006' X4 y4 + 141717.6' y6 - 
83980.80000000002' x2 y6 - 70858.80000000002' y8)A2 +
3. ' (46656. ' + 69984. ' x2 + 34992. ' x4 + 5832. ' x6 + 209952. ' y2 + 209952.' 
x2 y2 + 52488. ' x4 y2 + 314928.' y4 + 157464 .' x2 y4 + 157464.' y8)
(9914.400000000001'+11801.376000000002'x2 + 6451.704' X4 +
2279.448' x? + 409.3200000000001' x8 + 13.500000000000004'x10 - ■
·* 45820.07999999997' y2 - 13391.567999999985' x? y2 +
12048.588' X4 y2 +3680.6400000000003'x6 y2 + - ’ .
267.30000000000007'x8 y2 -137819.88'y4 - 23506.84800000002'x2 y4 + 
3946.320000000003' x4 y4 + 2070.3600000000006' x6 y4 - 
117412.74000000008'y6 - 31492.800000000003'x2 y® +
7844.040000000001' x4 y6 - 63772.92000000001'y8 +
14565.420000000002' x^y8 + 10628.820000000002'y10)) A3)) A (1/3)) / 
(46656.' + 69984 . ' x2 + 34992. ' x4 + 5832.' x® + 209952.' y2 +




y2 + 314928.' 




51 /. {x-» 0.2, y-» 0.1};
52 /. {x+0.2, y-+ 0.1};
53 /. {x-» 0.2, y-+0.1};
« Utilities'DXF'
Manif = ParametricPlot3D[{x, y, S3}, {x, -1, 1}, (y, -0.5, 0.5},
PlotPoints-+150, FaoeGrids -+ All, Axes Label -» ("x(ws)", "y(wa)", "αθ(λ)"}]
WriteDXF [" Manif Symm. dxf" , Manif] ._ψ/ ■< ΐί
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
Vtasym surf.nb
+ Λ ϊ(
i . ·, i
ClearAll[x, y, β, aO, a 1, HR]
‘ l’.·1 p :~‘Vr.v , if;
VI = — x (x4 β + 2 x2 (24 - 3 αΟ + 4 β + 5 y2 β) + ,
·: 'ν·.
V2
3 (fy4 β -12γα1 (4 + β) + 4 (-αΟ + 6α12 + β) +Υ2 (24 - 6 αΟ + 16 β))) ; 
i |-6y (2 + χ2 ♦ iy2) αΟ + 4 (x + y-al)3
((36 + 16 χ2 +
5 χ4
3 j
4 (x-y + al)4 +
■ V ,·■ ' *■'·?■.If;·*-V" % \;:'-








RR = FullSinplify [Eliminate [{VI = 0, V2 = 0} , <zl] ]
18 x (2 + x2 + 3 y2) αΟ ’.·· '·’ ... ··.·· ■ . r t
(l2 (336x4 + 12 (2 x - 9 y) (2 x + 9 y) (2 + x2.+ 3 y2·) <*0 + (2 + x2 + 3 y2)2 aO2) - .· -
6 (8 (4 x6 -- 729 y* (2 + 3 y2) - x4 (58 + 95 y2) · 6 x2 (82+ 235^ + 175 y4)) + -*1 '?
. (2 u2 + 3 y2) (-204 -28 x2 + x4 + 2 (6 + 5 x2) y2 + 21 y4) aO) β +
((-4 + x) (4 +x) (-52 + x2) (6 + x2): + 4 (15300 + 2214 x2— 80 x4 + 5 x6) y2 +
. . 2 (9882 + 180 x2 + 71 x4 ) y4 + 12 (204 + 35 x2) y6 + 441 yB) β2 + 324 y2 (6 + x2 + 3 y2) β3). == 
x (1354752 x6 + 12096 x4 (44 4 + 80 x2 + x4 + 10 (66 + x2) y2 + 21 y4) β - , / , * t ■
72 (4 x10 - 6561 y6 (2 + 3 y2)2 · 29x8 (4 + 5 y2) - . Ϊ ‘ ■':
4 x6 (1028 + 1211 y2 + 803 y4) - 6 x4 (5560 + 11106 y2 + 6780 y4 + 3581 y6) - 
36 x2 (2288 + 6700 y2 + 6120 y4 + 2995 y6 + 1652 y6)) β2 + ’ ~j, '
((-52 + x2)2 (2 + x2) (6 + x2)3 + 6 (6 + x?) (131040 + 76104 x2 + 6824 x4 - 196 x6 + 5 x8) y2 + .* |
3 (2150928 + 1030608 x2 + 93024 x4 -280 x6 + 121 x8) y4 + .
4 (841860+ 1915®2*2 +7038 x4 +565 x6) y6 + 9 (71136 + 13116 x2 + 847 x4) y8 +
378 (366 + 35 x2) y10 + 9261 y12) β3 + 972 y2 (2 + x2 + 3 y2) (6 + x2 + 3 y2)2 β4)
ClearAll [x, y, β, αΟ, al, SS, TT, WW]
SS=' |v
18 x (2 + X2 + 3Y2) eO ' V
(l2 (336 x4 + 12 (2 x - 9 y) (2x+9y) (2 + x2 + 3y2) aO + (2 + χ2 + Sy2)2 aO2) - 
6 (8 (4 Xs -729y4 (2 + 3y2) - x4 (58 + 95 y2) - 6 x2 (82 + 235^ + 175^)) + Ϊ 
(2 + x2 + 3y2) (-204 - 28 χ2 + X4 + 2 (6 + 5 x2) y2 + 21 y4) aO) β +
((-4 + x) (4 + x) (-52+ X2) (6 + x2)2 +4 (15300 + 2214 x2 - 80 x4 + 5 x6) y2 +
2 (9882+ 180 x2 + 71 x4) y4 + 12 (204 + 35 x2) y6 + 441 y8) β2 + 324 y2 (6 + x2 + 3y>) β3) - 
(x (1354752 x6 + 12096 x4 (444 + 80 x2 + x4 + 10 (66 + x2) y2 + 21 y4) β - 
72 (4 x10 - 6561 y6 (2 + 3Y2)2 -29x® (4+Sy2) -
4 Xs (1028 + 1211^ + 803^) - 6 x4 (5560 + 11106^ + 6780^ + 3581^) - 
36 x2 (2288 + 6700y2 + 6120 y4 + 2995y6 + 1652y8) ) β2 +
((-52 + x2)2 (2 + x2) (6 + x2)3 + 6 (6 + x2) (131040 + 76104 x2 + 6824 x4 - 196 x* + 5 x8) y2 +
3 (2150928 + 1030608 x2 + 93024 x4 - 280 x6 + 121 x8) y4 +
4 (841860 + 191592 x2 + 7038 x4 + 565 x6) y6 + 9 (71136 + 13116 x2 + 847 x4) y8 +
378 (366 + 35 x2) y10 + 9261 y12) β3 + 972γ2 (2 + x2 + 3y2) (6 + χ2 + 3Y2)2 β4) )
TT = Collect [S3/. β-+ 0.1, {aO, αΟΛ2, αΟΛ3}]
WW = PullSinplify[TT] , .
Solve[WW = 0, aO] v;’Jv ; /'V,- *;·
.*r' '
-3 j · ■* '
*·; Vi_ ;vt- r.·
Λ. Αργνροποόλοο 
E. Eoayopoo 
Β. Μαρη/ίδοο Διπλωματική Εργασία
r 1 · ‘Vi
- '
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7








• ·. yP· .8
■
- f>rvi>
*·. jfj ,r':\ --'V·
»>Λ ‘vV
•Vv;(rf:"
18 x (2 + x2 + 3 y2) aO . . ■
,/ (12 (336x4 + 12 (2x- 9y) (2 x + 9 y) (2 + x2 + Sy2) crO + (2 + x2 + 3 y2),2 aO2) - ■ V'r 
' 6 (8 (4 x6 - 729y* (2 + 3./) - x* (58 + 95 /) - 6 x2 (82 t 235 y2 + 175y‘) ) +
-< y (2 + x2 + 3 y2) (-204 - 28 x2 + x4 + 2 (6 + 5 x2) / + 21 /) aO) β t ' Vy"
λ ((- 4 + x) (4 + x) (-52 + x2) (6 + x2)2 + 4 (15300 + 2214 x2 - 80 x4 + 5 x6) / +
2 (9882 + 180 x2 + .71 x4) y4 + 12 (204 + 35 x2) y6 + 441 y8) β2 + 324 y2 (6 + x2 + 3 /) β3) -
x (l354 752x6 + 12096 x4 (44 4 + 80 x2 + x4 + 10 (66 + x2) y2 + 21 y4) β -
72 (4 x10~- 6561 y6 (2 + 3 y2)2 - 29 x8 (4 + 5 y2) - · -j
4 x6 (1028 + 1211 y2 + 803 y4) - 6 x4 (5560 + 11106 y2 + 6780 y1 jf* 3581 y®) - .
36 x2 (2288 + 6700 y2 + 6120 y4 t 2995 y6 + 1652 y8)) β2 . ' ■ 7 ; ^  ·
((- 52 + x2\2 (2 + x2) (6 + x2)3 + 6 (6+x2) (131040 f 76104 x2 + 6824 x4 - 196 x6 + 5 x8) y2 + . :'
3 (2150928 + 1030608 x2 + 93024 x4 -280 x* + 121 x8) / +
4 (841860 + 191592 x2 + 7038 x4 +565 x6.) y6 + 9 (71136 + 13116 x2 + 847 x4) y8+v /
. 378 (366 + 35 x2) y10 + 9261 y12) β3 f 972 y2 (2 + xz + 3y2) (6 + x2 + 3 y2)2 β4)
V 7:,Ά C?·· - · v":‘ . ?■·' i;’-ft7'^· 'T*1
-x (1354752 x6 + 0.0972 y2 (2 + x2 +3/) (6 + x2,+3 y2)2 + : ~ ‘ . 1 'A" ■'
1209.6x4 (444 + 80 x2 t x4 * 10 (66 + x2) y2 + 21 y4) + 0.001 ’ : : >
((-52 + x2)2 (2 + x2) (6 +x2)3 + 6 (6+x2) (1,31040 + 76104 x2 + 6824 x4 - 196 x6 + 5x8) / +
3 (2150928 + 1030608 x2 + 93024 x1 280 x6 + 121 x8) y4 + ’· *:
4!(841860 + 191592 x2 + 7038 x4 + 565 x6) y6 + 7 ; ' .
9 (71136 + 13116 x2 + 847 x4) /.+ 37S (366 + 35 x2 ) y10 + 9261 y12) y 7. :
0.72 (4 x10 · 6561 y6 (2 * 3 y2)2 - 29x8 (4 + 5 y2) ■ 4 x6 (1028 + 1211 y2 + 803 y4)
6 x4 (5560+ 11106 y2 + 6780 y4 + 3581 y6) \ '.''V; ' ;
36 x2 (2288 t 6700 y2 + 6120 y4 + 2995 y6 + 1652y8))) + _ 7· f
(72576 x6 (2 + x2 + 3 y2) + 5.832 x y2 (2 + xz+3y2) (6 + x2 + 3y2) + 0.18x (2 + x2 + 3/) ΛίΛ |’'V« 
((-4 + x) (4 + x) (-52 + xz) (6 + x2)2 + 4 (15300 + 2214 x2 - 80 x4 + 5 x6) / + .
, 2 (9882+ 180 x2 + 71 x4) y4 + 12 (204 + 35 x2) y6 + 441 y8) · * }'
86.4 x (2+ x2 + 3 y2) (4 x6 - 729 y4 (2¥ 3 y2) - x4 (58 + .95 /) - 6 x2 (82+235 y2 + 175 /))) ’
aO + (2592 x (2 x - 9 y) (2 x + 9 y) (2 + x2 + '3 y2 ) 2 - '‘ ' ;
10.8 x (2 + x2 + 3 y2)2 (-204 - 28 x2 + x4 + 2 (6+ 5 x2) y2 + 21 y4)) 
aO2 + 216x (2 + x2 + 3 y2j3 crO3
.Γ;"
?. i- v ■
X (-0.001 x12 - 9.261 y12 +
x10 (2.964 - 0.03 y2 + 0.18 aO) - 2041.2 y8 (-278.339 +aO) (-0.100907 + a.O) +
• 5832. / (-324.261 +aO) (-0.37431 +aO) (-0.0314689 + aO) + : ■
* 11664. y4 (-214.394 + crO) (-0.0871722 + aO) (-0.0296814 + aO) +
1728. (-O.l + aO) (2.6 + aO) (2.6 + aO) + y10 (-42653.6 + 238.14 aO) + - ' -
7776. y2 (-104.62 + aO) (0.00580738+ (· 0.04 69943 + aO)aO) + ;,;;
x8 (-0.363 y4 - 10.8 (4.17001 + aO) (28.73 + aO) + y2 (-103.404 + 4.14 aO)) + 
x4 (-7.623 / - 972. y4 (-118.129 + aO) (-0.478752 + aO) +
1296. (-1.93232 + orO) (7.80356 + aO) (28.7288 + aO) + y6 (-154 98.1 + 152.28 aO) + 
1944. y2 (-72.8748 + aO) (5.97887 + (-2.54743+ aO) a0) ) + 
x2 (-13.23/°-2332.8 y6 (-197.834 + aO) (-0.169877 + aO) + 
r 2592. (-0.504561 + aO) (2.6 + aO) (17.7712 + aO) + y8 (-42937.9 + 306.18 aO) +
- 58327' y4 (-199. 459 + aO) (0.139034 + (-0.585066+ αΟ^ aO) +
7776. y2 (-89.3981 +aO) (0.254899+ (-0.557444 + aO) aO)) + 
x6 (-2.26^ - 172.8 y2 (-38.6978 + aO) (-2.33553 + 00)+/ (-2311.8 + 36.36a0) +t: =: 
216. (-8.16735 + aO) (824.489 + aO (57.3673 + aO)))')
%Ί;
{{«0-
(0.333333 (8812.8 + 51494.4 x2 + 44841.6x4 + 10627.2x6 - 10.8 x8 - 813888. y2 - 6994 94 .
x2 y2 - 14 6621 . x4 y2 - 1727 8 x6 y2 - 2.5Q206x ΙΟ6 y4 - 1.16666x 106 x2 y4 - ; V·-.
Λ. Αργνροπούλοο
E. ΕοαγόροΌ
B. MaptvWoo Διπλωματική Εργασία
χ·: -·:
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A. rv
972. x4 y* - 1.89346x10® y6 - 2332.8 x2 y® - 2041.2 y8) ) /
(1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 + 7776, x2 y2 +
1944. x‘ y2 + 11664. y* + 5832. x2 y4 + 5832. y®j + : -V ' '
(0.209987 - 0.363708 i) (-1'. (8812.8 + 51494.4 x2 + 44 841.6 x4:Vl0627.2 x® - 10.8 x8 ' 
813888. y2 - 6994 94. x2 y2 - 14 6621. x‘ y2 - 172.8 x® y2 -2.50206x10® y®
1.16666x10® x2 y4 972. x4 y4 - 1.8934 6x10® y® - 2332.8 x2 y® - 2041.2 y8) Λ2 +
'y2
*> + _,. : - v





~ <yj. 7 7 . ;J ■■
Λ
ν).4 A -j\\
3. (1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 +7776.
1944 . x4 y2 + 11664. y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®)
(10782.7+ 93121.9x2 + 199058. x4 + 76885.2 x® - 355.32 x8 + 0.18 x10 +
• 38276.1 y2 + 38 94 95. x2 y2 + 372514. x4 y2 + 7090.56x®y2 + 4.14 xB y2 +
. 292245. y4 + 681388. x2 y4 + 115287. x4 y4 + 36.36x® y4 + 767434 . y® + 
461903. x2 y® + 152.28 x4 y® + 568351. y8 + 306.18 x2 y8 + 238.14 y10) ) ) / 
((1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 + 7776. x2 y2 + 194 4 . x4 y2 + 
11664. y4 + 5832. x2 y4 t 5832. y®) +7 '..7.
(2.0312xl0u + 4.77332x10“ x12 „2 + 4.1-7-073x i.0®3 x4 + 1.66295x1014x® +
3.11735x 1014 x“ + 3.18118 x 1014 x10 +. 1.89487xlO14 x12 + 6.61607x 10 
1.25967 xlO13 x16 + 1 ..01268 x 1012 x18 - 1.90735x 10’® x20 + 0. x22 - 
4.54747x 10'13 x24 + 2.55 907x 1014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.6824lx 101® x4 y2 + 
3.42874 x 101® x® y2 + 3.68842x 101® x8 y2 + 2.28733x 101® x10 y2 +
,12 χτ2 7. i co'aal ~ ι nl5 „14 XT2 v -jxorqw i Λ1*8.26499xl0ls x12 y2 + 1, 62391 x 1015 x14 y2 + 11 34859x 1014 x16 y2 +
9.87535x lO10 x18 y2 + 3.26517x10' x'7 „20 y2 - 2.91038x 10"11 x22 y2'-
3.52978 x 101® y4 2.66408 xlO17 x2 y4 -5.58292 xlO17 x4 y4 - 5.49372 x 1017 x® y -
2.91814 xlO17 x8y4 ■ 
6.5667 6x 1014 x14 y4
8.4 9304 xlO16 x10 y4 
+ 4.51597klOu x16 y4
- 1.23789xl016x12y4 _ 
+ 9.79552x10® x18 y4 -
4.65661 x 10-1U x2U y4 + 8.53643xl017 y® + 1.15754.x 1018 x2 y® 1.00984 xlO17 x4 y® -„20 .
y6 6.39902x10 17 x® y® -1.73232x10
1.73563x 101® x12 y® - 2.11578x 101
17 x10 y® -
x14 y® + 1.3224 xlO10 x1® y® + 0. x18 y® +
9.39774 x 1018 y8 + 1.80818x 1019 x2 y8 + 1,30765x 1019 x4 y8 + 4.24044xl018 x® y8 +
5.35846xl017 x8 y8 + 5,27129x10D
D11




15 „10 y8 3.3414 3 x 1014 x12 y8 +
5.96046xl0~8 x16 y8 + 3.74109x1019 y10 +
x2 y10 + 4.00831x10 x4 y10 + 1.0904 xlO19 x® y10 +
x10 y10 + 5.55406x 1011 xi2 y10 +
4.76837x1 O'7 x14 y10
4.54 981X1013 9 
01Z
8.04 951 x 1019
-,12
x8 y19 - 2.34082x1ο1
+ 7.69976xl019 y12 + 1.03007 x 102° x2 y12 +
2 c srtWvinl8 χ6 yl2 _ 9.53399xl015 x8 y12 +χ. ^ΐζ + 60353x 10
1.99946x ΙΟ 2 x19 y1
u.2
,·(,· V-6 12+ 2%86102x 10 - x· 
ll9
y12 + 8.80782x 1019 y14 +
x‘ y:4 i 1.82491x1ο19 x4 y14 - 2.4091 xlO16 x® y14 +
+ 5.34 055xl019y1® +4.99865 x 1012 x8 y14 - 3.8147x10'® x10 y1 
2.474 93 x 1019 x2 y16 - 3.74 324 xlO16 x4 y16 + 8.56912xl012 x® y1® - 
0.0000228882 x8 y16 + 1.34 29x 1019 y18 - 3.2917 9x 101® x2 y18 + 9. 64026xl012 x4 y18 - 
0.0000152588 x® y18 - 1.25872x 101® y20 + 6.42684xl012 x2 y20 +
0. x4 y20 + 1.92 8 0 5xlO12 y22 - 7.62939x10'® x2 y22 - 5.72205x10'® y24 +
V ((2.0312x 1 O11 + 4.77332xl012 x2 + 4.17073x 1013 x4 + 1.66295xl014 x® +
1V' *:i. • · ■ ■'·;· ' · V; .> .· +.· ‘
;.7r ■ 7
Λ i* ·■ · £·
' Jr-
1.25967 xlO13 x16 + 1.01268 xlO12 x18 - 1.90735x10'® x20 + 0. x22 - 
4.54747 x 10'13 x24 + 2.55 9 0 7xl014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.68241 x 101® 
x4 ^+3.42874 xlO16 x® y2 + 3.68842 x1ο1® x8 y2 + 2.28733 xlO16 x10 y2 +
8.26499x 1015 x12 y2 + 1.62391 x 1015 x14 y2 + 1.34859x 1014 x16 y2 +
9.87535 x lO10 x18 y2 + 3.26517xl07 x20 y2 - 2.91038 x 10'11 x22 y2 - 
3.52978 x 101® y4 - 2.664 08xl017 x2 y4 - 5.58292xl017 x4 y4 - 5.4 9372xl017
x« y4 - 2.91814 x 1017 x8 y4 - 8.4 9304 x 101® x10 y4 
,16
- 1.23789xl016 x12 y4 -
x16 y4 + 9.79552x10® x18 y4 - .
4.65661 x lO"10 x20 y4 + 8.5364 3 x 1017 y® + 1.15754xl018 x2 y® - 1.00984x1ο1
x4 y® - 9.58559x 101T x« y® - 6.39902x 1017 x8 y® - 1,73232x 1017 x10 y®
Ϊ.73563x1a1® x12 y® - 2.11578xl013 x14 y® + 1.3224x10iO χ16 y6 +
t19 v2x‘ y8 + 1.30765 x1ο10. x18 y® + 9.39774xl018y8 + 1.80818x10 
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3.34143 x1ο1* xlz y8 4 1.057 92xlO11 x14 y8 - 5.9604 6x 10~8 x16 y8 4 
3.74109x IO19 y10 4 6.38367xl019 x2 y10 4 4.00831xl019 x* y10 4 
1.0904 x 1019 x6 y10 4 1.067?6xl018 x8 y10 - 2.34082xl015 x10 y10 4 
5.55406x IO11 x12 y10 4 4.76837x IO"7 x14 y10 4 7.69976x 1019 y12 4 
1.03007xlO20 x2 y12 4 4.54981 x 1019 x* y12 4 6. 60353x IO18 x® y12 - ■;
9.53399x IO15 x8 y12 4 1.9994 6xl012 x10 y12 4 2.86102χIO'® x12 y12 4 
8.80782x 1019 y14 4 8.04 951 xl019 x2 y14 4 1.82491 x 1019 x4 y14 - 2.4091x10 
x6 y14 4 4.99865x 10lz x8 y14 - 3.8147 x 10'® x10 y14 4 5.34 055 χ IO19 y1® 4 
2.47493xl019 x2 y16 - 3.74324xl016 x4 y16 4 8.56912xl012 x6 y16 - . - V ,v ‘ 
0.0000228882 x8 y16 4 1.3429xl019 y18 - 3.2917 9x 1016 x2 y18 4 9.64 026xl012 
x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 - 1.25872xl016 y20 4 6.42684 xlO12 x2 y20 4 
0. x4 y20 4 1.92805 xlO12 y22 - 7.62939x 10'® xz y22 -5.72205x10'® y24) Λ 2 4 
4. (-1. (8812.8 4 51494.4 x2 4 4 4 841.6 x4 4 10627.2 x6 - 10.8 x8 - 813888./ 
699494 . x2 y2 - 146621 . x4 y2 - 172.8 x6 y2 - 2.50206x10® y4 - 
1.16666x 10s x^ y4 - 972. x4 y4 - 1.8934 6x 10® y6 - 2332.8 x2 y6 - 
2041.2·/) Λ 2 4 3. (1728. 4 2592.' x2 4 1296. x4.+216. x® 4 7776. y2 4 
7776. x2 y2 4 1944 . x4 y2 + 11664. y4 4 5832. x2 y4 + 5832. y6) (10782.7 4 
93121.9 x2 4 199058. x4 4 76885.2 x® - 355.32 x8 4 0.18 x10 + 3827 6.1 y2 4 
3894 95. x2 y2 4 372514 . x4 y2 4 7090.56 x® y2 4 4.14 x8 y2 4 292245. y4 4 
681388. x2 y4 4 115287. x4 y4 4 36.3 6 x® y4 4 7674 34 . y® 4 4 61903. x2 y® 4 
152.28 x4 y® 4 568351. y8 4 306.18 x2 y8 4 238.14 y10) ) Λ 3)) Λ (1 /3)) - j 
( (0.132283 4 0.229122 i) (2.0312xl0n 4 4.77332xl012 x2 4 4.17073xl013 x4 4 
* 1.66295x 1014 x®43.11735xl014 x8 4 3.18118xl0u x10 4 4 .
1.89487 x 1014 x12 4 6. 61 607x 1013 x14 4 1.25967x 1013_x16 4:·
.' 1.01268x 10.12 x18 - 1.90735x10'® x20 4 0. x22 - 4.54 7 4 7x10 13 x24 + i
2.55907 x IQ14 y2 4 3.51368 x 1015 x2 /> 1.68241X 101® x4 y2 4 
3.42874 x lb1® x® y2 + 3.68842x ΙΟ1® χ8 y2 4 2.28733x 101® x10 y2 4 
8.26499x 1015 x12 y2 4 1.62391 x 1015 x14 y2 4 1^34859χ1014 x16 y2 4^ { i-
9.87535x IO10 x18 y2 4 3.26517xl07 x20 y2 - 2.91 038 x 1 O'11 x22 y2 - 
, . 3.52978x 101® y4 - 2. 66408x 1017 xz y* 5.58292χ 1017 x* y* - V ^ /
$: 5.4 9372x 1017 x® y4 - 2.91814x l017 x8 y4 - 8.49304 χ 1 O1® x10 y4 ,·
1.23789x 101® x12 y4 - 6.56676xl014 x1;4 y4 4 4.51597x10“ x16 y4 4 
4.65661 x 10710 x20 y4> 8.53643.x 1017 y® 4 :9.79552χ 108 x18 y4
1.15754 χ IO18 x2 y® - 1.00984xl017 x4 y® - 9.58559xl017 x® y® -
6.39902x1017 x8 y® - 1.73232x 1017 x10 y® · 1.73563x10 16 „12 y6
2.11578 χ 1013 x14 y® 4 1.3224 x IO10 x16 y® 4 0. x18 y® 4 
9.3977 4 χ IO18 y8 4 1.80818 χ IO19 x2 y8 4 1.30765 χ 1019 x4 y8 4 
4.24 04 4 χ 1018 x® y8 4 5.3584 6xl017 x8 y8 4 5.27129xl015 x10 y8 - 
3.3414 3 χ IO14 x12 y8 4 1.05792x10“ x14 y8 - 5.9604 6x IO"8 x16 y8 4 
3.74109x 1019 y10 4 6.38367k 1019 x2 y10 4 4.00831 χ 1019 x4 y10 4 
1.0904 xlO19 x® y10 4 1.06796xl018 x8 y10 - 2.34082X1015 x10 y10 4· 
5/55406x10“ x12 y10 4 4.76837χ 10'7 x14 y10 4 7.69976x 1019 y12 4 
1.03007 Χίο20 X2 y12 4 4.54 981xl019 x4 y12 4 6.60353 xlO18 x® y12 - 
9.53399χ IO15 x8 y12 4 1.9994 6x 1012 x10 y12 4 2.86102 x 10"® xlz y12 4 
8.80782xl019 y14 4 8.04 951xl019 x2 y14 4 1.82491 χ 1019 x4 y14 - 
2.40 91 xlO1® x® y14 4 4.998 65 xlO12 x8 y14 - 3.8147 x IO’6 x10 y14 4 
5.34055χ 1019 y16 4 2.47493χ 1019 x2 y16 - 3.74 324 χ IO1® x4 y16 4 
8.56912 χ 1012 x® y16 - 0.0000228882 x8 y16 + 1.3429xl019 y18 - 
3.29179X IO1® x2 y18 4 9.64026xl012 x4 y18 - 0.0000152588 x® y18 
1.25872xi016 y20 4 6.42684 x 10lz x2 y20 4 0 . x4 y20 4 ■
1.92805χ 1012 y22 - 7.62 93 9x10 6 x2 y22 5.72205x10 ® y24 4
V ((2.0312x10“ 4 4.77332xl0lz x24 I.17073xi013 x4 + 1.66295xl014 x® 4
3.11735x10“ x8 4 3.18118x10“ x10 4 1.89487x10“ x12 4 6.61607x IO13 x“ 4 
1.25967xlO13 x16 4 1.01268χ 1012 x18 -1.90735x 10‘6 x20 4 0. x22 - ; /
4.54747 x 10~13 x24 4 2.55 9 07 χ 1Ό14 y2 4 3.51368xl015 x2 y2 4 1.68241 χ IO16 
x4 y2 4 3.42874 χ IO1® x® y2 t 3.68842xl016 x8 y2 4 2.28733 χ IO1® x10 y2 4
·- "’Hi . i*» .
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8.26499xl015 xlz y2 + 1.62391xl015 x14 y2 + 1.34859xl014 x16 y2 +
9. 87535 x 1010 x18 y2 + 3.26517x 107 x20 y2 - 2.91038x 1CTU x22 y2 - 
3.52978 x 1016 y4 - 2.66408x 1017 x2 y4 - 5.58292x 1017 x4 y4 - 5.49372x 1017
x6 y? -2.91814x1017 „ex8 y4 - 8.4 9304 x 101® x10 y4 - 1.2378 9x 101® x12 y4 -
6.56676x 1014 x!4 y4 t 4.51597x 1C:1 x16 y4 + 9.79552x10® x18 y4 -
4.65661 x 10“10 x20 y4 + 8.53643xl017 y6 + 1.15754 x 101® x2 y6 - 1.00984xl017 
x4 y6 - 9.58559x 1017 x6 y6 - 6.39902x 1017 x8 y6 - 1.73232x1ο1 
1.73563x 1016 x12 y® - 2.11578xl013 x14 y6 + 1.3224 x ΙΟ10 -16 ”®
0. x1® y®,+ 9.39774 x 1018 y® + 1,80818x 1019 x2
117 χιο y6 _
x“ y +
l  .  y® + 1.30765 x 1019 x4 y® +
4.24044 xlO1® x® y® + 5.35846xl017 x® y® + 5.27i29xl0ls x10 y® - 
3.34143x 1014 x12 y® + 1.05792xl0n x14 y® - 5.9604 6x10“® x16 y® +
3.74109x 1019 y10 + 6.38367xl019 x2 y10 + 4.00831 x 1019 x4 y10 +
1.0904 xlO19 x6 y10 + 1.06796x 101® x® y10 - 2.34082xl015 x10 y10 +
5.55406 x 1011 x12 y10 + 4.76837 x 10“7 x14 y10 + 7.69976 x 1019 y12 +
1.03007 x 102° x2 y32 + 4.54 981 x 1019 x4 y12 + 6.60353x 101® x® y12 -
9. 53399x 1015 x® y12 + 1- 9994 6xl012 x10 y12 + 2.86102x10“® x12 y12 + ’ Λ
8.80782xlO19 y14 + 8.04 951 xlO19 x2 y14 + 1.82491 xlO19 x4 y14 - 2.4091 x1ο1!
x® y14 + 4.99865xl012x® y14 - 3.8147 x 10“® x10 y14 + 5.34055 x 1019 y16 + - ‘ ■ 
2.47 4 93 x 1_019 x2 y16 - 3.74324 x 101® x4 y1® + 8.56912x lO12 x® y16 - : ;
0.0000228882 x8 y16 + 1.3429xl019 y18 - 3.2917 9x 1Ό1® x2 y18 + 9.64 026xl012
x4 y18 0.0000152588 x® y18 - 1.25872x1ο1® y20 + 6.42684 x 10lz x2 y20 +
0. x4 y20 + 1.92 8 0 5xlO12 y22 - 7.62939x10“® x2 y22 - 5.72205x10“® y24) Λ2 + 
C-l. (8812.8 + 51494.4 x2 + 44841.6 x4 + 10627.2 x® - 10.8 x® - 813888 . y2.- ;
6994 94. x2 y2 - 146621. x4 y2 - 172.8 x® y2 - 2.50206x10® y4 - 
' ,-v 1.16666x 10® x2 y4'- 972. x4 y4 - 1.8934 6x 10® y® - 2332.8 x2 y® -
2041.2y®) A2 + 3. (1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x®+ 777 6. y2+ 
7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 11664. y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y6) (10782.7 + “' 
93121.9 x2 + 199058 . x4 + 76885.2 x® - 355.32 x® + 0.18 x10 + 3827 6.1 y2 + 
389495. x2;^ + 372514. x4 y2 +7090.56x® y2 + 4.14 x8 y2 +292245.Y + C 
681388. x2 y4 + 115287. x4 y4 + 36.36 x® y4 + 767434 . y® + 461903. x2 y® +
·'_ , 152.28 x4 y® + 568351. y® +306.18 x2 y® + 238.14 y10)) Λ 3)) Λ (1/3)) /
4 + 216, x® + 7776. y2 + 7776. x2 y2 + Ϊ $|(1728. + 2592. xz + 1296 
1944;.





- (0.333333 (8812.8 + 51494.4 x2 + 44841.6 x4 + 10627.2 x® - 10.8 x® - 
813888. y2 - 6994 94 . x2 y2 - 146621 . x4 y2 - 172.8 x® y2 - 
2.50206x10® y4 - 1.16666x 10® x2 y4 - 972. x4 y4 - 
1.8934 6 x 10® y® - 2332.8 x2 y® - 2041.2 y8) ) /
(1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 + 7776. x2 y2 +
1944 . x4 y2 +
11664. y\+ .
5832. x2 y4 +
5832. y®) +
( (0.209987 + 0.363708 i) (-1. (8812.8 + 51494.4 x2 + 4 4841.6 x4 + 10627.2 x® - 10.8 x8 · ,
813888. y2 - 6994 94 . x2 y2 - 14 6621. x4 y2 - 172.8 x® y2 -2.50206x10® y4 - 
i 1.16666x10® x2 y4 - 972. x4 y4 - 1.8934.6x10® y® - 2332.8 x2 y® - 2041.2 y8) Λ 2 + 
·',{ 3. (1728. + 2592. x2 + 1296. x* + 2Ϊ6. x® + 7776( y2 + 7776. x2 y2 + V - >
;■1944 . x4 y2 + 11664 . y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®) ' >r-“ V·'■ ·=.
(10782,7+ 93121.9xz + 199058. x4 + 76885.2x®- 355.32 x® + 0.18 x10
3827 6.1 y2 + 389495. x2 y2 + 372514. x4 y2 + 7090.56x® y2 + 4.14 xB 
292245. y4 + 681388
+
y2 +
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461903. x2 y6 + 152.28 x4 y6 + 568351. y8 + 306.18 x2 y8 + 238.14 y10)) ) / 
. ( (1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x6 + 7776. y2 + 7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 
11664. y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®) .
(2.0312 x 1011 + 4.77332x 1012 x2 + 4.17073 xlO13 x4 + 1.66295xlO14 x6 + 
3.11735x 1014 x8 + 3.18118xl014 x10 + 1.89487xl014 x12 4 
6. 61607x 1013 x14 + 1.25967 x 1013 x16 + 1.01268 x 1012 x18 - .
if·..
-v
‘ 4;‘«' " '
- r> -X
p .· , *» ·>
'.IP.. ‘:\)P 




1.90735x10- + 0. x22 - 4.5 4 7 4 7x 10*13 x24 + *
2.55907x 1014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.68241 x 1016 x4 y2 + 
3.42874 x 1016 x6 y2 + 3.68842x 1016 x8 y2 + 2.28733x 1016 x10 y2 +
8.26499x 1015 x12 y2 + 1.62391 x 1015 x14 y2 + 1.34859x 1014 x16 y2 + 
9.87535x 1010 x18 y2 + 3.26517xl07 x20 y2 - 2.91038 x 10'11 x22 y2 - 
3.52978x 1016 y4 - 2.66408 xlO17 x2 y4 - 5.58292x 1017 x4 y4 - 
5.49372x 1017 x6 y4 - 2.91814 x 1017 x8 y4 - 8.49304 x 1016 x10 y4 -
1.23789 x 101B x12 y4 - 6.56676x 1014 x14 y" + 4.51597x 1011 x1B y4 + 
9.79552x10® x18 y4 - 4.65661x1 O’10 x20 y4 + 8.53643 x 1017 y6 +
1.
-.17 „10
.15754 xlO‘“ x2 y6 - 1.00984 x 1017 x4 y6 · 9.58559x l017 x6 y6
6.39902 xlO17 x8 y6 - 1.73232x 1017 x10 y6 - £ 73563 x 1016 x12 y® - 
2.11578 x 1013 x14 y6 + 1.3224x10 10 X16 y6 , 0. X18 y6 1
9.39774 x 1018 y8 + 1.80818 xlO19 x2 y8 + 1.30765xi019 x4 y8 +
4.24044 x 1018 x6 /' + 5.3584 6xl017 x8 y8 + 5.27129x 1015 x10 y8 - 
3.34143xlOu x12 yf + 1.05792 x 1011 x14 y® - 5.9604 6x10-® x16 y8 +
3.74109x 1019 y10 + 6.38367xlO19 x2 y10 + 4.00831x 1019 x4 y10 + 
1.0904XlO19 x6 y1? + 1.06796x 1018 x® y10 · 2.34082x 1015 x10 y10 + 
5.55406xl0u x12y° + 4.76837 x 10’7 x14 y10 + 7.6997 6 x 1019 y12 +
1.03007 xlO20 x2 y12 + 4.54 981 x 1019 x4 y12 + 6. 60353 x 1018 x® y12 - 
9.53399x 1015 xB y12 + 1.9994 6x 1012 x10 y12 + 2.86102x 10"® x12 y12 +
8.80782 x 1019 y14 + 8.04 951 xl0:9 x2 y14 - 1.82491 xlO19 x4 y14 
-.16 „ 6 .5.4091 x 1016 x6 y14 + 4.99865x 1012 x® y14 - 3.8147x10 
3.74324x10
6 x10 y14 .+ 
16 x4 y1® +5.34055 x 1019 y16 + 2.47493x 1019 x2y6
8.56912 x IQ12 x6 y16 - 0.0000228882 x® y16 + 1.3429xl019 y18 - 
3.2917 9x lp16 x2 y18 + 9. 64026xl012 x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 
1.25872x 1016 y20 + 6.42684xl012 x2 y20 + 0. x4 y20 + .
1.92805 x 1012 y22 · 7.62939x 10"6 x2 y22 - 5.72205 x 10 6 y24 +
V ((2.0312 x 1011 + 4.77332x 1012 x2 + 4.17073x 1013 x4 + 1.66295x 1014 x6 +
!)14 ' " " “ "
1.25 967 x 1013 x1® + 1.01268 x1ο1
4.5 4 7 4 7x10 13 x24 + 2.55 9 07 x 1014 y2 + 3.51368 x 1015 x2 y2 + 1.68241x1ο1
x4 y2 + 3.42874 x 101® x® y2 y2 + 2.28733x 1016 x10 y2 +
8.264 99x 1015 x12 y2 +1.62391x 1015 x14 y2 + 1.34859xl014 x16/ +
9.87535x l010 x18 y2 + 3.2 65 1 7x 107 x20 y2 - 2.91038x ΙΟ'11 x22 y2 - 
3.52978x 1016 y4 -2.66408x 1017 x2 y4 - 5.58292x1ο1 
x6 y4 - 2. 91814 x 1017 x8 y4 - 8.4 9304xl016 x10 y4 - 1.23789x 1016 x12 y4 - 
6.56676X1014 x14 y4 + 4.51597x 1011 x16 y4 + 9.79552x10® x1B y4 - 
4.65661 x ΙΟ"10 x20 y4 + 8.53 643xl017 y6 + 1.15754 xlO18 x2 y6 - 1.00984 xlO17 
x4 y6 - 9.58559x 101T x6 y6 - 6.39902xl017 x8 y6 - 1.73232xl01_
1.73563xlO16 x12 y6
-,17 χ10 y6 .
2.11578 X 1013 x14 y6 + 1.3224 x 1010 x16 y6 +
0. x18 y6 + 9.39774X101 y8 + 1.80818xlO19 x2 y® + 1.30765xlO19 x4 y® +
4.2404 4 xlO18 x6 y8 + 5.3584 6 x 1017 x8 y®,+ 5.27129x 1015 x10 y8 - . /
3.3414 3 x 1014 x12 y8 + 1.05792x 1011 x14 y® - 5.9604 6x10-® x16 y® +
3.74109x 1019 y10 + 6.38367xl019 x2 y10 + 4.00831 x 1019 x4 y10 +
1.0304 x 1019 x® y10 + 1.06796xl018 x8 y10:- 2.34082x 1015 x10 y10 + 
5.55406x1ο11 x12 y10 + 4.76837xl0"7 x14 y10 + 7.69976x 1019 y12 +
1.0 3 0 0 7 x 1020 x2 y12 + 4.54 981 x 1019 x4 y12 + 6.60353xl018 x® y12 - 
9.53399x 1015 x® y12 + 1.9994 6x 1012 x10 y12 + 2.86102x ΙΟ"6 x12 y12 +
8.80782 x 1019 y14 + 8.04 951 x 1019 x2 y14 + 1.824 91 x 1019 x4 y14 - 2.4091xl016 
x® y14 + 4.99865 xlO12 x® y14 -3.8147x10’® x10 y14 + 5.34 055x 1019 y16 +
Λ. Αργηροπούλοο 
E. Eoayopoo 
B. MaprviSoO Διπλωματική Εργασία
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
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2.474 93 X 1019 x2 y16.- 3.74 324 x 1016 x4 y16 + 8.56912x 1012 x® y16 - 
0.0000228882 x8 y16 + 1.3429xl019 y18 - 3.29179x1ο1 x2 y18 + 9. 64026x 101
■i-
’ * )·'■ V-„
x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 - 1.25872x lO1® y20 + 6.42684 x 1012 x2 y20 +
0. x4 y20 + 1.92 8 05 xlO12 y22 - 7.62939x10"® x2 y22 -5.72205x10"® y24) Λ2 + 
(-1. (8812.8 + 514 94.4 xz + 44 841.6 x* + 10627.2 x6 - 10.8 x8 - 813888. y2 - ’
6994 94. x2 y2 - 14 6621. x4 y2 - 172.8 x6 y2 - 2.50206x10® y4 -
-:ζ 1 vV
1 t




2041.2 y8) Λ2 + 3. (1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 + 
7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 11664 . y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®) (10782.7 + 
93121.9x2 + 199058. x4 + 76885.2 x® - 355.32 x8 + 0.18 x10 + 38276.1 y2 + 
3894 95. x2 y2 + 372514 . x4 y2 + 7090.56 x® y2 + 4.14 x8 y2 + 292245. y4 +, 
681388. x2 y4 + 115287 . x4 y4 + 36.36 x® y4 + 7674 34 . y® + 4 61903. x2 y® + 
152.28 x4 y® + 568351. y8 +306.18 x2 y8 + 238.14 y10)) Λ3)) Λ (1 /3)) - 




1.66295xlO14 x® + 3.11735xίο14 x8 + 3.18118x1ο1 
1.89487 x 101"
1.01268x 10lz x18 - 1.90735x10"® x20 + 0. x22 - 
4.54747 x 10”13 x24 + 2.55907xl014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 +
1.68241 xlO16 x4 y2 + 3.42874xl016 x® y2 + 3.68842x 101® x8 y2 + 
2.28733xl016 x10 y2 + 8.26499x1015 x12 y2 +




8.49304 x lO1® x10 y4 - 1.23789x10 
6.56676x10^
9.79552x10® x18 y4 - 4.65661x3 0 ‘
...
ϊ#? '·Τ'ί
x18 y2 + 3.26517XlO7 x20 y2 - 
1 x22 y2 - 3.52978x 101® y4 - 2.66408x1ο1
x4 y4 - 5.49372x1017 x® y4 -2.91814x1017 x8 y4 -
16 x12 y4 -
14 x14 y4 + 4.51597 x 1011 x16 y4 +
10 x20 y4 + 8.53643x1017 y® +-
.1.15754 xlO18 x2 y® - 1.00984 xlO17 x4 y® 9.58559x 1017 x® y6-
6.39902x 1017 x8 y® - 1.73232x 1017 x10 y® - 1..73563x 10 16 x12 y® -
10 x1® y® t 0. x18 y® +
19 „2 
17 x8 y8 + 5.27129x 1015 x10 y8
2.11578x10“ x14 yb + 1.3224 x 10 
9.39774 x 1018 y8 + 1.80818 x10 
4.24044 x 1018 x® y8 + 5.3584 6x 
3.34143x 1014 x12 y8 + 1.05792xlO11 x14 y8 - 
5.9604 6 xlO'8 x16 y8 + 3.74109xl019 y10 + 6.38367x10 
4.00831x10 
.2.34082x10
x‘· y8 + 1.30765xlO19 x4 y8 ■
715
■ f ;<■ .
19 x2 y10 +
£'· /A 0 ·”·.
>.·ί iV;
7is χ4 yio + 1.0904x1019 x® y10 +1.06796x10 18-8 y10·
715 χ10 y10 + 5.55406x1ο1 X12 y10 +
4.76837xl0·7 x14 y10 + 7.6997 6x 1019 y12 + 1.03007 xlO20 x2 y12 +
x« y12 + 6.60353x 101 
12 χιο yi2 + 2.86102x10




x‘ y14 + 1.82491x10 
x“ y14
19 x4 y14 - 
7-6 x10 y14 +
4.54 981X101 
1.99946x10
8.80782 xlO19 y14 + 8.04 951x1ο1
2.4091 xlO16 x® y14 + 4.99865xl012 8  - 3.8147x10"
5.34055x 1019 y16 + 2.47493x 1019 x2 y16 - 3.74324xl016 x4 y16 + 
8.56912 x 1012 x® y16 - 0.0000228882 x8 y16 + 1.3429x 1019 y18 - 
3.29179x lO1® x2 y1® + 9.64026x 1012 x4 y18 - 0. 0000152588 x® y18 
1.25872x 101® y20 + 6.42684 x 1012 x2 y20 + 0. x4 y20 +
1.92805xlO12 y22 -7.62939x10"
V ( (2.0312 XlO11 + 4.77332 x 101 
,11
y22 - 5.72205 x 10"® y24 +
3.11735x10 x“ + 3.18118xlO1 
; + 1.01268 x101
4.54747x10"
x18 - 1.90735x10" 
y2 + 3.51368 xlO1 x2 y2 + 1.6824 lx 101
x4 Υ2 + 3.42874 x 1018 x® y2"+ 3.68842x 101® x8 y2 + 2.28733x lO1® x18 y2 +■ g 
8.26499x 1015 x12 y2 + 1.62391 x 1015 x14 y2 V 1.34859x 1014 x16 y2 +
9.87535 xlO10 x18 y2 + 3.26517xl07 x20 y2 - 2.91038x 10"11 x22 y2 -
717 ■>17
x® y4 2.91814 x lO17 x8 y4 - 8.49304 x 101® x10 y4 - 1.23789x 101® x12 y4·
6.56676x 1014 x14 y4 + 4.51597x 1011 x16 y4 + 9.79552x10® x18 y4
Λ. ΑργνροπούλοΌ
E. Εναγόροο
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4.65661 x 10~10 x20 y4 + 8.5364 3xl017 y6 + 1.15754 x 1018 x2 y6 - 1.00984 xlO17 
x4 y6 - 9.58559x 1017 x6 y6 - 6.39902xl017 x8 y6 - 1.73232xlO17 x10 y6 -./ 
1-73563x 1016 x12 y® - 2.11578x 1013 x11 yf + 1.3224 x lO10 x16 y6 + V 
0. x18 y6 + 9.39774 xlO18 y8.'+"1.80818x 1019 x2 y8 + 1.30765xlO19 x4 y8 + ’" $
4.2404 4 x 1018 x6 y8 + 5.3584 6x l017 x8 y8 + 5.27129'x 1015 x10 y8- 
3.34143X101* x12 y8 + 1.05792xl0u x14 y8 - 5.96046x 10'8 x16 y8 + ' ; : :
3.74109x 1019 y10 + 6. 38367 xl019x2 y10 + 4.00831 x 1019 x* y10 + ;
1.0904 xlO19 x® y10 + 1.06796xl018 x8 y10 - 2.34082xl015 x10 y10 + ^ >'
5.55406 x1ο11 x12 y10 + 4.76837 x 10“7 x14 y10 + 7.69976xl019 y12 +
54981 x 1019 x4 y12 + 6.60353xl018 x® y12 - VC. .
16
1.0 3 0 0 7 x 1020 x2 y12 + 4 ,
9.53399x 1015 xB y12 + 1.99946x 1012 x10 y12 + 2.86102xl0-6 x12 y12 +
8.80782x 1019 y14 + 8. C4951 x 1019 x2 y14 + 1.824 91 x lO19 x4 y14 - 2.4091x10 
: ; ‘ x6 y^4 + 4.99865x 1012 x8 y14 ~ 3.8147X10'6 x10 y14 + 5.34055xl019 y16 + $4 \·■·■ V 
2.47493x 1019 x2 y16 - 3.74324 x 1 016 x4 y!6 t 8.56912x 1012 x6 y16- 
0.0000228882 x8 y16 + 1.3429x l019 y18 - 3.29179xl016 x2 y18 + 9.64026xl012 
x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 - 1.25872xl016 y20 + 6.42684 xlO12 x2 y20 +
0. x4 y20 + 1.92805xlO12 y22 - 7.62 9 3 9xl0“6 x2 y22 - 5.7 2 2 0 5xl0'6 y24) Λ2 +* ;
4 . (-1. (8812.8 + 514 94.4 x2 + 44 841.6 x4 + 10627.2 x6 - 10.8 x8 - 813888. y2 - ·. .·■;
699494 . x2 ^- 146621 . x4 y2 -172.8 x6 y2 - 2.50206x10® y4 - ' ' ‘ ‘' :
1.16666x 106 x2 y4 - 972. x4 y4 - 1.8934 6x 106 y6 - 2332.8 x2 y6 - 
2041.2 y8) Λ2 + 3. (1728 .+ 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x6 4 7776. y2 + %'■
7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 11664 . y4 + 5832. x2 y* + 5832. y6) (10782.7 + 
93121.9x2 + 199058. x4 + 76885.2 x6 - 355.32 x8 + 0.18 x10 + 38276.1 y2 +
3894 95. x2 y2 + 372514 . x4 y2 + 7090.56 x6 y2 + 4.14 x8 y2 + 292245. y4 + 
68138S. x2 y4 + 115287. x4 y4 + 36.36x® y4 + 767434. y6 + 461903. x2 y6 + 
r ; 152.28 x4 yf+ 568351. y8 + 30 6.18 x2 ^ + 238.14 ^°)) Λ3))Λ (173))/-
(1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x6 + 7776. y2 + 7776. x2 y2 +
1944. - ' ’
y2 + 11664. f
y4 + 5832.
y6>}'
-+ - (0.333333 (8812.8 + 514 94.4 x2 + 44841.6 x4 + 10627.2 x6 - 10.8 x8 
: 813888. y2 - 699494. x2 y2 ■· 14 6621 . x4 y2 - 172.8 x6/ - Λ | 
2.50206x10® y4 - 1.16666x 106 x2 y4 - 972. x4 y4 - 
1.89346x10® y6 - 2332.8 x2 y® - 2041.2 y8)) /
(1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 + 7776. x2 y2 +
1944 . x4 y2 + · ,■ -· ·
11664 y4 +
5832. y6) - v
0.419974 (-1. (8812.8 + 51494. 4 x2 + 44841.6 x4 + 10627.2 x® - 10.8 x8 -
.m
813888. y2 - 6994 94 . x2 y2 -14 6621. x4 y2 - 172.8 x® y2 -2.50206x10® y4 - 
1.16666x10® x2 y4 - 972. x4 y4 - 1.8934 6x10® y® - 2332.8 x2 y® - 2041.2/) Λ2+. 
3. (1728. + 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x® + 7776. y2 +7776. x2 y2 +
194 4 . x4 y2 + 11664 . y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®) 1 :
(10782.7 + 93121.9 x2 + 199058. x4 + 76885.2 x®'- 355.32 x8 + 0.18 x10 +
38276.1 y2 + 3894 95. x2 y2 + 372514 . x4 y2 + 7090.56 x® y2 + 4.14 x8 y2 + 1 :
292245. y4 + 681388 . x2 y4 + 115287;. x4 y4 + 36.36 x® y4 + 767434 . y® + ■
461903. x2 y® + 152.28 x4 y® + 568351. y8 + 306.18 x2 y8 * 238.14
((1728. +2592. x2 + 1296. x4 +216. x® + 7776. y2 + 7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 
11664. y4 + 5832. x2 y4 +5832. y6) / ■
(2.0312 x 1011 + 4.77332 x 1012 x2 + 4.17073xl013 x4 + 1.66295x 1014 x® +
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6. 61607x 1013 x14 + 1.25967 xlO13 x16 + 1.01268 x 1012 x18 - :
1.90735x 10*® x20 + 0, x22 - 4.54747x 10~13 x24 +
2.55907x 1014 y2 + 3.51368x 1015 x2 y2 + .1.'68241 x 1016 x4 y2 + 
3.42874 x 1016 x6 y2 + 3.'68842x 1016 x8 y2 + 2.28733x 101® x10 y2 + 
8.26499xl015 x12 y2 + 1.62391 xlO15 x14 y2 + ..
1.34 859x 1014 x16 y2 + 9.87535xl010 x18 y2 +
3.2 651 7x 107 x20 y2 - 2.91038 x 10*11 x22 y2 - , & ,
3.52978 x 1016 y4 - 2.66408xl017 x2 y4 - 5.58292x10 
5.49372x IQ17 x6 y4 - 2.91814 x 10 
1.23789xl016 x12 y4 6.56676xl014 x14 y4 +
4.51597X1011 x16 y*;i 9.79552x 10® x18 y* -;'
4.65661 x 10'10 x20 y4 + 8.5364 3 x 1017 y6 + 1.15754x10*“ x‘ y 
1.00984 xli)17 x4 y6 - 9.58559x 1017 x6 y1
17 x4 y4 -
17 x8 y4 - 8.49304 x 1016 x10 y4 -
18 „2 y6 _ 







,2.11578 x 1013 x14 y6 + 1.3224 x l'O10 x16 y6 + 0.
9.39774 xlO18 y8 + 1.80818 x 1019 x2 y8 + 1.30765 xlO19 x4 y8 
4.24 04 4 x 1018 x6 y8 + 5.35846xl017 x8 y8 + 5.27129x10 
3.34143 x 1014 x12 y8 + 1.05792x 1011 x14 y8 - 
5.9604 6x 10*8 x16 y8 + 3.74109xl019 y10 + 6.38367xl019 x2 y10 + 
4.00831 x 1019 x4 y3-0 + 1.0904 x 1019 x6 y10 +
1.06796xl018 X® y1.0 - 2.34 082 x 10.15 x10 y10 +
5.55406 x 1011 x12 y10 + 4.76837x10* Κ» y10
7.6997 6x 1019 y12 + 1.03007 xlO20 x2 y:2 t 4.54981 xlO19 x4,y12 +
6. 60353x ΙΟ18 x6 y12 - 9,53399x l015 x^y12 + 'jgg ,■
1.9994 6x lO12 x10 y12 + 2.86102 x 10*6 x12 y12 + ■
8.80782x 1019 y14 + 8.04 951 x 1019 x2 y14 + 1.82491 x 1019 x4 y14 - 
2.4091 x 1016 x6 y14 + 4.99865xl012 x8 y14 - 3.8147xl0*6 x10 y14 +
5.34055 x 1019 y16 + 2.47493x 1019 x2 y16 - 3.74324 x 1016 x4 y16 + ,
8.56912 x 101Z x6 y16 - 0.0000228882 x8 y16 + 1.3429xl019 y18 - 
3.29179x 1016 x2 y18 + 9.64026xίθ12 x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 - 
1.25872x IQ16 y20 + 6 . 4 2 6 8 4 xlO12 x2 y20 t 0. x4 y20 +
1.92805 x 1012 y22 - 7.62939xl0*6 x2 y22'- 5.72205x 10*6 y21 +
V ( (2.0312xlO11 + 4.77332X1012 xz + 4.17073x 1013 x4 + 1.66295x 101
3.11735x 1014 x8 + 3.18118 x 10u x10 + 1.89487x1 O14 x12 + 6.61607 x 1013 x14 +: 
1.25967 xlO13 x16 + 1.01268 xlO12 x18 - 1.90735x10*® x20 + 0. x22 - 
4.54 74 7 x 10*13 x24 + 2.55907xl014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.68241 x 101® 
x4 y2 + 3.42874 x 101® x® y2 + 3.68842x l016 x8 y2 + 2.28733xl016 x10 y2 +
8.264 99xl015 x12 y2 + 1.62391x 1015 x14 y2 + 1.34 859xl014 x16 y2 +
9.87535x 1010 x18 y2 + 3.26517xl07 x20 y2 - 2.9 1 03 8x 10*11 x22 y2 - 
3.5297 8 x 101® y4 - 2.66408 xlO17 x2 y4 - 5.58292xl017 x4 y4 - 5.4 9372 x 1017 
x® y4 - 2.91814xl017 x8 y4 - 8.4 9304 xl016 x10 y4 - 1.23789xl016 x12 y4 - 
6.56676x 10'4 x14 y4 + 4.51597x 1011 x16 y4 + 9.79552x10® x1B y4 '
4.65661 x 10*10 x20 y4 + 8.53643 x 1017 y® + 1.15754 x 1018 x2 y® - 1.00984 x 1017 
x4 y® - 9.58559xl017 x® y® - 6.39902xl017 x8 y® - 1.73232x 1017 x10 y® - 
1.73563 xlO16 x12 y®‘- 2.11578x 1013 x14 y® + 1.3224 xlO10 x16 y® +
0. x18 y® + 9. 39774 x 101B y8 + 1.80818xl019 x2 y8 + 1.30765xl019 x4 y8 +
4.24 04 4 xlO18 x® y® + 5.3584 6xl017 X8 y8 + 5.27129xl015 x10 yB- 
3.34143x 1014 x12 y8 + 1.05792xl0n x14 y8 - 5.96046x10*® x16 y8 +; ;
3.74109x 1019 y10 + 6.38367xl019 xz y10 + 4.00831 x 1019 x4 y10 +
1.0904 xlO19 x® y10 + 1.06796 x 1018 x8 y10 - 2.34 082x 1015 x10 y10 +
5.554 06x1ο11 x12 y10 + 4.76837x 10*7 x14 y10 + 7.69976x 1019 y32 + : '
1.0 3 0 0 7 x 1020 x2 y12 + 4.54 981xl019 x4 y12 + 6.60353x 1018 x* y12 
9.53399x 1015 x8 y12 + 1.9994 6x 1012 x10 y12 + 2.86102x 10*® x12 y12 +
8.80782x 1019 y14 + 8.04 951xl019 x2 y14 + 1.82491 x 1019 x4 y14 - 2.4091xl016 
x® y14 + 4.99865x 1012 x8 y14 - 3.8147x10*® x10 y14 + 5.34 055xl019 y16 +
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0.0000228882x8 y16 + 1.3429xl019 y18 - 3.29179x 1016 x2 y18 + 9.64026xl012 
x4 y18 - 0.0000152588 x® y18 - 1.25872x 1016 y20 + 6.42684 x 1012 x2 y2® +
0 .' x4 y20 + 1.92805 xlO12 y22 - 7.62 939x10'® x2 y22 - 5.72205 x 10'® y24) Λ 2 +
4. (-1. (8812.8 + 514 94.4 x2 + 44841.6 x4 + 10627.2 x® - 10.8 x8 - 813888 . y2 - . 
699494. x2 y2 - 14 6621. x4 y2 - 172.8 x6 y2 - 2.50206x10® y4 - 
" λ.- ’ 1.16666x10® x2 y4 - 972. x4 y4 - 1.8934 6x10® y® - 2332.8 x2 y® -
; ' . 2041.2 y8) Λ 2 + 3. (1728.+ 2592. x2 + 1296. x4 +216. x® + 7776. y2+: ί C',;" 
7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 11664. y4 + 5832. x2 y4 + 5832. y®) (10782.7 +
V >1: 93121.9 x2 + 199058. x4 + 76885.2 x® - 355.32 x8 + 0.18 x10 + 38276.1 y2 +
' 3894 95. x2 y2 + 372514', x4 y2 + 7090.56x® y2 + 4.14 x8 y2 + 292245. y4 + '
681388.' x2 y4 + 115287. x4 y4 + 36.36 x® y4 + 767434. y® + 461903. x2 y® +
152.28 x4 y® + 568351. y®''+306.18 x2 y8 + 238.14 y10)) Λ 3)) Λ (1/3)) +’ 
(0.264567 (2.0312X1011 + 4.77332x 1012 x2 + 4.17073 x 1013 x4 + I. 66295xlO14 x® + ;
3.11735x 1014 x8 + 3.18118xl014 x10 + 1.89487 x 1C14 x12 + , /
6.61607 x 1013 x14 + 1.25967xl013 x16 + 1.01268 x 1012 x18- 
1.90735 xl0'®x2° + 0. x22 - 4.5 4 7 4 7xl0'13 x24 +
2.55907 x 1014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.68241xl016 x4 y2 +
3.42874 x 101® x® y2 + 3.68842x 1016 xe y2 +
2.28733x 1016 x10 y2 + 8.264 99xl015 x12 y2 + ;
1.62391 xlO16 x14 y2 + 1.34859xl014 x16 y2 +






'18 y2 + 3.2 65 1 7 x 107 x20 y2
*-N. H ' ■S ·/.
-/ v. ^ "(•T·- ,"V
Y2 3.52978x 1C·1® y4
χ2 y4 5.58292x1017 x4 y4
5.49372x 1017 x® y4 - 2.91814xl017 xB y4 - 
8.49304 x 101® x10 y4 - 1.23789x 101® x12’y\- j 
6.5667 6x 1014 x14 y4 + 4.51597x10” x16 y4 +
9.79552x10® x18 y4 - 4.65661 x lO'10 x20 y4 +
8.5364 3 x 1017 y® + 1.15754 xlO18 x2 y® - 1.00984 x 1017 x4 y® 
9.58559x 1017 x® y® - 6.39902xl017 x8 y® -V .
1.73232x 1017 x10 y® - 1.73563xl016 x12 y® - 
2.11578 x 1013 x14 y® + 1.3224 x lO10 x16 y® + 0.
9.39774 x 1018 y8 + 1.80818 x 1019 x2 y8 + 1.30765xl019 x4 y8 + 
4.24 04 4 x 1018 x® y8 + 5.3584 6xl017 x8 y8 +
5.27129x 1015 x10 y8 - 3.3414 3x 1014 x12 y8 +
1.05792x10” x14 y8 - 5.96046x 10'8 x16 y8 +
3.74109 x 1019 y10 + 6.38367xl019 x2
■>4-




4.00831 x ΙΟ19 X4 y10 + 1.0904 x 1019 x® y10 +
1.06796x 1018 x8 y10 - 2.34082xl015 x10 y10 + 
5.55406x10” x12 y10 + 4.76837 x 10'7 x14 y10 + 
7.6997 6x 1019 y12 + 1.03007 xlO20 x2 y12 +
4.54 981 x 1019 x4 y12 + 6. 60353xl018 x® y12 - 
9.53399x1ο1 
2.86102x10'® x12 y12 + 8.80782x 1019 y14 + 
8.04 951X101 
2.4091xlO1
x8 y* + 1.9994 6x 1012 x10 y12 +
■> 9 x2y” + 1.824 91x10 19 x4 y14
y14 + 4 99863 x 1012 x8 y”
3.8147xlO'® x10 y14 + 5.34055xl019 y16 + 2.474 93 x 1019 x2 y1® - 
3.74324 x 101® x4 y16 + 8.56912x 1012 x® y16 - 
0.0000228882 x8 y16 + 1.3429x 1019 y18 - 3.2917 9x 101® x2 y18 + 
9.64026x10 .6 y18
1.25872 xlO16 y20 + 6.42684 xlO12 x2 y20 + 0. x
12 x4 y18 - 0.0000152588 x®
1;92805x 1012 y22 - 7.62939x10'® x2 y22
4y20 + 
5.72205x10- Y21
V ((2.0312x10” + 4.77332x 1012 x2 + 4.17073xl013 x4 + 1.66295x 1014 x® +
: 3.11735x 1014 x8 + 3.18118 x 1014 x10 + 1.89487x 1014 x12 + 6.61607x 1013 x14 +
1.25967 x 101 + 0. x‘22
4.54747xl0-13 x24 + 2.55907xl014 y2 + 3.51368xl015 x2 y2 + 1.68241 x 1016 
x4 y2 + 3.42874 x 101® x® y2 + 3.68842x 101® x8 y2 + 2.28733x 101® x10 y2 +
Λ. Αργοροποολοσ
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8.264 99xl015 x12 y2 + 1.62391xl015 x14 y2 + 1.34 859xl014 x16 y2 +
9.87535 x 1010 x18 y2 + 3.26517xl07 x20 y2 - 2.91038x 1CT11 x22 y2 - 
3.52978 x 1016 y4 - 2.66408 x 1017 x2V - 5.58292x lO17 x4 y4 - 5.4 9372 x 1017 
x6 y4 - 2.91814 x 1017 xe y4 - 8.4 9304 x 1016 x10 y4 - 1.23789 x 1016 x12 y4 ’- 
6.56676x 1014 x14 y4 +, 4.51597 x 1011 x16 y4 + 9.79552x 108 x18 y4 - ,=
4.65661 x 10"10 x20 y4 + 8.53643 x 1017 y6 + 1.15754 x 1018 x2 y6 - 1.00984 x 1017 
x4 y6 - 9.58559x 1017 x6 y6 - 6.39902x 1017 x8 y6 1.73232xlO17 x10 y6-
1.73563 xlO16 x1 1 Y6 • 2.11578 x 1013 x14 y6 + 1.3224 x 1010 x16 y6 +
0. x18 y6 + 9.39774X101 y8; + l,80818xl019 x2 y® + 1.30765 x 1019 x4 y8 +
4.24 04 4 x 1018 x6 y8 + 5.3584 6x 1017 x8 y8 + 5.27129x 1015 x10 y8 - 
3.3414 3xl014 x12 y8 + 1.05792x 1011 x14 y8 - 5.9604 6x 10~8 x16 y8 +
3.74109x 1019 y10 + 6.38367 x 1019 x2 y10 + 4.00831 x 1019 x‘ Y10
16
1.0904 x 1019 x6 y10 + 1,06796x 1018 x8 y10 - 2.34082x 10lS x10 y10 +
5.55406x 1011 x12 y10 + 4.76837x 10~7 x14 y10 + 7.6997 6 x 1019 y12 +
1.03 0 07 x 1020 x2 y12 + 4.54 981xl019 x4 y12 + 6.60353x 10l8 x6 y12 - 
9.53399xl015 x8 y12 +. 1J 9994 6x 1012 x10 y12 + 2.86102xl0~6 x12 y12 +
8.80782 x 1019 y14 + 8.04 951xl019 x2 y14. + 1.824 91 xlO19 x4 y34 - 2.4091x10 
x6 y14 + 4.99865x 1012 x8 y14 - 3.8147 x 10"6 x10 y14 + 5.34 055xl019 y16 + '
2.47493x ΙΟ19 x2 y!6 - 3.74324xl016 x4 y16 + 8.56912x 1012 x6 y16 - ^
0.0000228882 x8 y16 + 1.3429'x 1019 y18 - 3.29179x 1016 x2 y18 + 9.64 026xl012 
x4 y18 - 0.0000152588 x6 y18 ~ 1.25872xl016 y20 + 6 . 4 2 6 8 4 x 1012 x2 y20 9 1 '
0. x4 y20 + 1.92805xl012 y22 - 7.62 9 3 9xi0-6 x2 y22 - 5.72205xl0-6 y24) Λ2 +
(-1. (8812.8 + 51494.4 x2 + 44 841.6 x4 + 10627.2 x6 - 10.8 x8 - 813888 . y2 - .
699494 . x2 y2 146621 . x4 y2 - 172.8 x6 y2 · 2.50206x10® y4 - ' ;
1 .16666x10® x2 y4 972. x4 y4 ·· 1.8934 6x 106 y6 - 2332.8 x2 y6 - 
. 2041.2 y8) Λ2 + 3. (1728.'+ 2592. x2 + 1296. x4 + 216. x6 + 7776. y2 +
7776. x2 y2 + 1944 . x4 y2 + 11664. y4 +'5832. x2 y4 + 5832. y6) (10782.7+' V
v..fc
93121.9 x2 + 199058. x4 + 76885.2 x6 355.32 x8 + 0.18 x10 + 38276,1 y2 + 
3894 95. x2 y2 + 372514. x4 y2 + 7090.56x6 y2 + 4.14 x8 y2 + 292245. y4 +
681388. x2 y4 + 115287. x4 y4 + 36.36.x6 y4 + 767434 y6 + 4 61903. x2 y6 +
: i 152.28 x4 y6 + 568351. y8 + 306.18 x2 y8 + 238.14 y10)) Λ 3)) Λ (1 /3) ) / 
(1728. + 2592. x2 + 1296. x4 +216. x6 + 7776. y2 + 7776. x2 y2 + <·
1944 .
·.1 - fc.
y2 + 11664. 
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ClearAll[χ, y, αΟ, βΐ, β, Ml, M2, Be, A, Β] '·
„ 1 _ ^ .Λ V- '% ■ ίίι V-j
ί- Ml = FullSinplifyf — χ (χ4/3 + 2 χ? (24 - 3 αΟ + 4/5 + 5y2/3)+
„ ; - 3 (7γ* 0 - 12y αΐ (4 + 0) + 4 (-βΟ + 6 el2 + 0) ty2 (24 - 6β0 + 16/3) ) ) / . 0 -» Ο. lj ;
.ί'' ^ M2 = FullSinplify[- — |-6y (2 + χ2 + 3Υ2) αΟ + 4 (x+.y-ol)3 -4 (x-y+ol)
2 I,
; |36 + 16 χ2 +
3 J
y+2 (36 + 7x2)y3+27y5-6 (6 + x2) 01-54^01 /3 /.0-»O.l];
Bs = FullSimplify[-—x2 (21^0-901 (4 + 0) + y (36 - 9 aO + 24 0 + 5 χ2 0) ) 2 + 




6 yol (4 + 0) + 2 (-aO + 6al2 + 0) + y2 (12 - 3 eO + 8/3) +
'J*




V : :·.■άϊϊΤχ■ .v
5 χ4 θ
χ2 (24-300 + 4/3 + 5^0)1 |-0 (2o0’ + y? (-4 *9e0) + 8yol -4ol2) + —-— +
9 (4 + 3y (ey+Sy3 - 4al)) 0 + x2 (24-600+16 0 + 42^0)1 /. 0-»O.lJ;
FullSinplify [Eliminate [{Ml = 0, M2 = 0} , aO] ]
A =
xal (2. 053593972369735'*A32+ 7.016446072263263'*A32x4 - 1.0113950313920947'*Α34γ4 + 
2.7381252964929807'*A33yal +4.107187944739471'*A33y3 ol +
4.563542160821633'*A32al2 +x2 (1.505968913071139'*Λ33- 1.2663829496280035'*A33 
y2 + 1.36906264824 64 9'*A33y ol + 2.281771080410817' *Λ32 ol2 ) + 
y2 (-6.43459444 6758504 ' *A33 + 6.84531324123245' *A32ol2) ) - 
; (xy (1.3690626482464897' * A32 + 1.9014759003423475' *Λ30χ6 -
3.3085680665956857'*A33y2 - 5.236664629542826'*A33y* + 5.133984930924338'*A31 
y6 + X* (-6.579106615184522'*Λ32+1.7113283103081128'*A31y2) + 
x2 (-1.2549740942259496'*Λ33 - 3.719286861069632'*A33y2 +
5.133984930924338' *A31y*) )) ’*
B = ContourPlot3D[A, {x, -1, 1), {y, -0.5, 0.5}, {al, -0.345, 0.345},
Contours-» {0}, PlotPoints-» {15, 15}] ·. ‘jA
« Utilities'DXF'
WriteDXF["ManifAsyiran2. dxf" , B]
xal (2.05359x 1032 + 7.01645x 1032 x4 - 1.0114 xlO34 y4 +
2.7 3 8 1 3x 1033 yal + 4.10719x10” y3 al + 4.56354 x 1032 al2 + 
x2 (1.50597 xlO33 - 1.2 6 6 3 8 xlO33 y2 + 1.36906 xlO33 yal + 2.28177 xl032 al2) + 
y2 (-6 . 43459x 1033 + 6.84531x 1032 al2) ) . ''
xy (1.36906x 1032 + 1.90148 xlO30 x6 - 3.3 0 8 5 7 χ 1033 y2 - 5.23666x10” y4 +
/ 5.13398 x 1031 y6 + x4 (-6.57911 χ 1032 + 1.71133x 1031 y2) + ^ v Vv
x2 (-1.25497x10” - 3.71929x10” y2 ! 5.13398xl031y4))
-x y (1.36906x 1032 + 1.90148χ 1030 x6 - 3.30857 χ 1033 y2 -
' 5.23666χ 1033 y4 + 5.13398χ 1031 y6 + x4 (-6.57911 χ 1032 + 1.71133x 1031 y2) +
x2 (-1.25497xl033 - 3.7 1 92 9xl0”y2 + 5.13398xl031y4)) + 
x al (2.05359x 1032 + 7.01645χ 1032 x4 - 1.0114 χ 1034 y4 + ·.·■
2.73813x10” yal + 4.10719xl033 y3 al + 4.56354 x l032 al2 +
; , : x2 (1.50597x10” - 1.26638x10” y2 + 1.36906x10” yal + 2.28177x 1032 al2) +
y2 (-6.4 34 5 9x 1033 + 6.84 5 31 χ 1032 al2))
!X >■··
iV+: >.. [ ’
.·· . ,·, ·-r.-. -
Λ. Αργνροσιούλοο
E. ΕυαγοροΌ
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ClearAll[x, y, /3, αΟ, al, SS, TT, WW] t * · ■ · L , ·ss = ;.· :·· ·; .'V
18 x (2 + x2 + 3 y2 ) aO r ■
(l2 (336 X4 + 12 (2 x - 9y) (2x+9y) (2 + x2 + 3Y2) aO + (2 + x2 + Sy2)2 aO2) - 
6 (8 (4 x6 - 729y* (2 + 3 γ2) - x4 (58 + 95Y2) -6X2 (82 + 235^ + 175^)) +
(2 + x? + 3y®)' (-204 - 28 x2 + x4 + 2 (6 + 5 x2) y2 + 21 y4) aO) β +
( (-4 + x) (4+x) (-52'+'x2) (6 + x2)2 +4 (15300 + 2214 x2 - 80 X4 + 5xe)'y2 +2
(9882 + 180 x2 + 71 x4) y* + 12 (204 + 35 x2) y* + 441 γ8) β2 + 324Y2 (6 + x2 + 3y*) β3) - 
(x (1354752 x® +12096 x4 (444 + 80 x2 + x4 +10 (66+ X2) y2 + 21y*) β- 
72 (4X10 -6561 y* (2 + 3Y2)2 - 29 x8 (4 + δγ2) -
4 x6 (1028 + 1211 y2 + 803y4) - 6 X4 (5560 + ΙΙΙΟβγ2 + 6780Y4 + 3581 y6) - 
36 x2 (2288 + 6700y2 + 6120y4 + 2995 y6 + 1652y8) ) β2 +
' V ■ ((-52 + x2)2 (2 + x2) (6 + x2)3 + 6 (6 + x2) (131040 + 76104 x2 + 6824 x4 - 196x6 + 5 x8) . ' .; 
y2 + 3 (2150928 + 1030608 x2 + 93024 x4 - 280 x6 + 121 x8) y4 +
4 (841860 + 191592 x2 + 7038 x4 + 565x6) y8 + 9 (71136 + 13116x2 + 847x4) y8 +
378 (366 + 35 x2) y10 + 9261 y12) β3 + 972y2 (2 + x2 + 3y2) (6 + x2 + Sy2)2 β4)) ;
TT = Collect [SS /. β -> 0.1, {aO, αΟΛ2, aOA3}] ;
W = FullSinplify[TT] / X; i
31 = ContourPlot3D [W, {x, -1, 1), {y, -0.5, 0.5}, {aO, 0, 1.5}, Contours-+{0}, 
PlotPoints-» {15, 15} , AxesLabel-+{'x(ws)", "y(wa)n, παΟ(λ)"}]
« Utilities*DXF'
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•r
« Graphics'ContourPlot3D 
ClaarAll[x, y, αΟ, al, /8, Ml, M2, Bs] 
X5/3 , . . . , ( 1
> α-Μ.·'• ' 7» *· .V, . > *_
ΜΙ = χ2 αΐ (24 + /Β) + χ3 |:β-αΟ+ J (4+5Υ2) /sj - ctl (y2 (12 + 0) +2 (4 αΐ2
: 4ir '- 4- 7 y* β ■ \ :·ν
χ |-2α0 + 24 αΐ2 + 2/3 +---------- ty2 (12 - 3α0 + 8/3) /. /3-» 0.1;






M2 = - 6 y (αΟ - 2 αΐ2 - 3/8) + — X4 y /8 +
27 y5 /3
- 2xyal (12 + /3) + .
6 2 ...........
y3 (4 - 9 αΟ + 36 /8) + χ2 y (12 - 3 αΟ + 8 /8 + 7 y2 /3) /. /3 -» 0.1;
Bs = FullSinplify[-----y2 (5 χ3 /8 - 3α1 (12 + /3) + 3 χ (12 - 3 αΟ + 8 β + 7 y2 β) )2 +
S-V- V *■. ;?·£ :■ ® . 'iS'· Ά* β·
( ΐί , 5 χ4 0 7γ* 0 ,
-2α0 + 24 αΐ2 + 20 + ----------  + —ί---------2 χαΐ (24 + 0) + y2 (12 - 3αΟ + 8/8) +
6 2
-■· I
χ2 (24 -300 + 4/3 + 5^/3)] (-6 (αΟ - 2 αΐ2 - 3 0) + 5-τ- + 135> f ·Λ;;
„ .\ΐ ■·■*.·'*< ':4 ;
6 ·> 2
2 χαΐ (12 + /3) + y2 (12 - 27 αΟ + 1080) *χ2 (12 - 3α0 + 8 0 + 21 y2 0)j /. 0-+Ο.1]
,7? ->, *
Vi- ψ*
Eliminate [{ΜΙ =0, M2 = 0} , αΐ] 
Solve[Ββ = Ο, αΟ] ".-f ··-. ·; ¥
iYf:'". 'V·''JJS '·· f ^+7* 3
y·**' .■/·*
"Μ
y (2.09634 xlO52 + 2.4 9 5 3 3χ ΙΟ52 χ2 + 1.36417 χΙΟ^2 χ4 + 4.81976χ ΙΟ51 χ6 + 8.65483χ ΙΟ50 
2.8545*10” χ1?μ 9. 68839x10s2 y2 - 2.83157 χ ΙΟ52 χ2 y2 + 2.5476x10s2 χ4 y2 +
7.7825χ ΙΟ51 χ6 y2 + 5.6519x10s0 χ8 y2 - 2.91412χ 1053 y4 - 4.97038χ ΙΟ52 χ2 y4 +
8.34426χ ΙΟ51 χ4 y4 + 4.37765 χ ΙΟ51 χ6 y4 -2.48262 x10s3 y6 - 6. 65897 x10s2 x2 y6 + 
1.65858x10s2 x4 y6 - 1.34 844 x 10s3 y8 + 3..07977x10s2 x2 y8 + 2.2474 xlO52 y10) αΟ + 
y (-7.89211x10s2 - 1.57842x10s3 x2 - 1,02762x10s3 χ4 - 2·.38407χ 10s2 x6 - 
,;j ■·■ 1.02762x l0sl x8 - 1.47 977 x10s2 y2 - 1.67707 x 10s3 x2 ^ - 1.0975x10s3 x4 y2 - \: .· 
1 1.47977x10s2 x6 y2 + 4.21735 x10s3 yV~ 1.47977x 10s2 χ2 y4 - 7.7687 9x 10s2 x4 y4 +
2.99654 x 10s3 y6 : 1.77572xlp53 x2 y6 - 1.49827x 10s3 y8) aO2 + > “
y (9.86514 x10s2 + 1.4 7 97.7x 1053 x2 + 7.3 9 8 8 5x10s2 x4 + 1.23314 x 10s2 x6 + 
4.43931x10s3 y2 + 4.43931 x 10s3 x2 y2 + 1.10983x 1063 x4 y2 + '
6.65897x10s3 y4 + 3.32948x10s3 x2 y* + 3.32948x10s3 y6) aO3 == . 7
y (1.84971 xlO51 + 1.72722x 10slx2 +.8.51553x 10so x4 t 2.70081 xlOso x6 +
x° +
6.21062 χ 104 8.7537 9x 1048 x: 2.64305 χ ΙΟ47 χ12 - 1.82094 x 10s2 y2?-
-.50 „6 60 x8 y2 + 
x4 y4 +. 66049χ 1048 x10 y2 - 1.36413x10s2 y4 - 7.54448x 10s1 x2 y4 - 1.14834 xlO 
,26098 x 105° x6 y4 + 6.87 933xl049 x8 y4 + 3.57464 x 10s3 y6 - 1.42922x10s2 x2 y6 - 
4 8183x 10s1 x4 y6 + 3.72455x 10so x6 y6 - 2.62521x10s2 y8 - 8.69982x10s1 x2 y8 + 
11445x 10S1 x4 y8 - 1.1237 x 10s2 y10 + 1.74798 x 10s1 x2 y10 + 1.1237 χ 10S1 y12)
•.V ·■»■· *‘>i· ■
; s’?*·'
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{{aO -+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0,5 x6 + 133.2 y2 +
504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 337.6 xal - 
217.2 x3al - 1083.6 x y2 al + 168. al2 + 108. x2 al2 + 684 . y2 al2 -
1.’ V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3x4 y2 - 429.6. '
y4 - 24 .3 x2 y4 - 29.7 y6 + 337.6xal + 217.2x3al + 1083,6 x/al - 168. 
al2 - 108. x2 al2 - 684 . y2 al2) Λ2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.4 8 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.0069444 4 x8 + 27.6 y2 + 66.12x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 χ6/ +293.82 y4 + 135.78 xzy4 + 0.708333x4 y4 + 94.38 ^ + 2.15 . " 
x2 y6 + 2.3625 y8 - 91.6 x al -1207.4 4 x3 al - 6.03333x5al - 169.68 xy2 : ΐ:: / 
al - 97.1867 x3 y2 al - 266.06 x y4 al + 45.6 al2 + 1766.44 x2 al2 + 3. x4 al2 +
’:$* 115.16 y2 al2 + 56.4 x2 y2 al2 + 166.2 y1 al2 - 1159.2.x al3 + 288. al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. ^ + 54'. x2 y2 + 81. y4) }, {aO + ;; +
(o. 5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + ;; ■·" ·. ’
504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 +
29.7 y* - 337.6 xal -> 217.2 x3 al - 1083.6 x y2 al + /
168. al2 + 108. x2 al2 + 684 . y2 al2 + /.j'. - :
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29,7 y6 + 337.6 x al + 217.2 x3 al +
1083.6 x y2 al - 168. al2 - 108. x2 al2 - 684 . y2 al2) Λ2 · -’7
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4 ) (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 
3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66,12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 +· 
293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 +
2.3625 y8 - 91.6 x al - 1207.44 x3 al - 6. 03333 x5 al - 169.68 x y2 al - ; :7. '
97.1867 X3 y2 al - 266.06 x y4 al + 45.6al2 + 1766.4 4 x2 al2 + 3. x4 al2 +
115.16 y2 al2 + 56.4 x2 y2 al2 + 166.2 y4 al2 - 1159.2 xal3 + 288. al4;
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« Graphics'ContourPlot3D' ' . *
ClearAll [x, y, aO, al, β, RR1, RR2, VI, V2, TT] · \ " ν'·ί·
RR1 - ΐ' '.{: ;■ "Λ - 7
; y(2.0963414110465006“*A52 + 2.4953313580378344' *A52x2 +1.364174762669889'*A52x4+ 
4.8197583683602864'*Α51χ® + 6.654830008568883'*A50x® +
: 2.8544953854119006' * A4 9 x10 - 9. 688385697718825'*A52y2 -
2.8315680784762726'*A52xz y2 + 2.5476028775354964'*Λ52χ4 y2 + 
7.782496218787006'*A51x4 y2 + 5.651900863115564'*A50x® y2 - .
2.914Ϊ20085022385'*Α53γ4 - 4.9703843808577'*A52x? y4 +
8.344260910636068' * A51 x4 y4 + 4 .377654123067691 ' * A51 x4 y4 - 
2.48262314458198'*A53y* - 6. 658966835088882'*A52x2 y4 +
1.6585759987397307'*A52x4 y6 - 1.3484407841054987'*A53y® +
3.0797721612286077'*A52x2ys + 2.2474013068424978'*A52y10) aO + 
y(-7.892108841586825'*A52- 1.5784217683173647'*A53x2 - 1.0276183387482843'*A53 
'· : x4 -2.3840745458960194'*A52xs-1.0276183387482843'*A51xe- - i
1.4797704077975334'*A52y2 - i.6770731288372'*A53x2 y2 - 
1.0974963857831677'*A53x4y2 - 1.4797704077975294'*A52x® y2 +
4.217345662222959'*A53y* -1.4797704077975294'*A52xzy4 - 
7.768794640937029'*A52X4 y4+ 2.996535075789997'*A53y* - l 
1.7757244893570351'*A53x2 ys - 1.4982675378949984'*A53ys) aO2 + 
y (9.865136051983529'*A52+1.4797704077975294'*A53x2 + 7.398852038987647'*A52x4 + 
1.233142006497941'*A52x® + 4.439311223392588'*A53y2 + 4.439311223392588'*A53 
x2 y2 + 1.109827805848147'*A53X4 y2 + 6.658966835088882*^53^ + 
3.329483417544441'*A53x2 y4 +3.3294 83417544441'*A53y6) aO3 - 
(y (1.84971300974 69127' *Λ51 + 1.7272209037681167'*A51 x2 +
8.515530633760784'*A50x4 + 2.700809353861324'*A50x6 +
6.210620759886853'*A49 Xs + 8.753785848596495'*A48 x10 +
2.643051282788797' *A47x12 - 1.8209396962619604' *A52y2 - 
8.804862286026134'*A51x2 y2 - 1.2666652003042184'*A51X* y2 +
4.192568642277584'*A50x6y2 +1.1612087227855613'*A50x® y2 +
6.660489232627768'*A48x10 y2 - 1.3641290907437227'*A52y* - 
7.544476975569823'*A51x2 y4 - 1.148340657588124\*A51 x4 y4 +
3.2609755282945555'*A50x? y4 + 6.879333878842681'* A4 9x? y4 +
3.5746434 664177734'*A53y® - 1.4292150109255762'*A52x2 y4 - 
1.481825644475026'*A51 x4 y4 + 3.724545578885448'*A50x® y4 - 
2.6252051890833043'*A52y8 -8.699816855842974'*A51x2 y8 +
1.1144520883725142'*A51x4 y8 - 1.1237006534212489'*A52yL0 +
1.7479787942108316'*A51 x2 y10 + 1.1237006534212489'*A51yi2) ) /. 
aO -» (0.5' (4.800000000000001' + 177.99999999999997' x2 +112.26666666666665' x4 +
0. 5' x6 + 133.20000000000002' y2 + 503.99999999999994' x2 y2 +
6.300000000000001' x^y2 + 429. 6' y4 + 24.3' x2 y1 +
29.700000000000003'y4 - 337.6' xal - 217.20000000000002' x3 al -
1083.6' xy2 al + 168. ' al2 + 108.' x2 al2 + 684. ' y2 al2 --
1. ' V((-4.800000000000001' - 177.99999999999997' x2 - 112.26666666666665' x4 -
0.5' x6 - 133.20000000000002' y2 -503.99999999999994' x2 y2 - 
6.300000000000001' x4 y2 - 429.6' y4 - 24.3' x2 y4 - 29.700000000000003' 
y4 + 337.6' xal +217.20000000000002' x3 al + 1083.6' xy2 al -168. ' al2 - 
108. ‘ x2 al2 - 684 .' y2 al2) A2 - 4.' (12. '+ 24 . ' x2 + 9. ' x* + 72.' y2 +
; 54 . ' x2 y2 + 81.' y4) (0.3600000000000001' + 46.480000000000004' x2 + .
312.4866666666666' X4 +3.0999999999999996' x® + 0.006944444444444444' 
X8 + 27.60000000000001' y2 + 66.11999999999978' x2 y2 +
43.54' x4 y2 + 0.10555555555555554' x4 y2 +293.82000000000005' y4 + 
135.77999999999997' x2 y4 + 0.7083333333333333' x4 y4 +
94.38000000000001' y4 + 2.1500000000000004' x2 y4 + 2.3625000000000003'
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‘ 'C ‘■'' ;; ■;r^.
y8 - 91.60000000000002' xal - 1207.44' x3 al - 6.033333333333333' Xs al - 
169. 68000000000006' xy2 al - 97.18666666666667' x3 y2 al - 
266.06000000000006' xy4 al + 45.6' al2 +1766.44' x2 al2 + 3. ' x4 al2 + 
115.1600000000002' y2 al2 + 56.400000000000006' x2 y2 al2 +
166.2' y4 al2 - 1159.2' xal3 + 288.' al4) ) ) ) /
(12.' +24.' x2 +9. ' x4 + 72.' y2 + 54.' x2 y2 + 81.' y4) ;
RR2 = y (2.0963414110465006'*A52 + 2.4953313580378344'*A52x? +
1.364174762669889'*A52x4 + 4.8197583683602864'*A51x6 +
8.654830008568883'*A50x® +2.8544953854119006'*A49x10- 
9.688385697718825'*A52y2 - 2.8315680784762726'*A52x2 y2 +
“ 2.5476028775354964'*A52x4y2 + 7.782496218787006'*A51 x6 y2 +
5.651900863115564'*Α50χ® y2 - 2.914120085022385'‘•'SSy4 - 
4.9703843808577'*A52x2 y4 + 8.344260910636068'*A51X* y4 +
4.377654123067691'*A51 x* y4 - 2.48262314458198'*A53y*- 6.658966835088882.'*A32 
3^ y® + 1.6585759987397307'*A52X*y® - 1.3484407841054987'*A53y® +
3.0797721612286077' *A52x2 y® + 2.2474013068424978' *A52yt0) aO + S t
y (-7.892108841586825'*A52- 1.5784217683173647**A53sc2 - 1.0276183387482843'**53? 
X4 - 2.3840745458960194'*Α52χβ - 1.0276183387482843'*A51x® - V
1.4797704077975334' *A52y2 - 1.6770731288372'*A53x2 y2 -?
1.0974963857831677' *A53x4 y2 - 1.4797704077975294' *A523C6y2 +
4.217345662222959'*A53y4 -1.4797704077975294'*A523Czy4- 
7.768794640937029'*A523C4 y4 + 2.996535075789997'*A53y® - 
1.7757244893570351'*A53x^y® - 1.4982675378949984'*A53y®) aO2 + 
y (9.865136051983529' *A52+ 1.4797704077975294 ' *A53sc2 +
7.398852038987647'*A52x* + 1.233142006497941'*A52x® +
4.439311223392588'*A53y2 + 4.439311223392588'*A53x? y2 + 
1.109827805848147'*A53x4y2 + 6. 658966835088882'*A53y* +
3.329483417544441' *A533CZ y* +3.329483417544441'*A53y®) aO3 - :
(y (1.8497130097469127'*A51+ 1.7272209037681167'*A51x? + ? V
8.515530633760784'*A50x* + 2.700809353861324'*A50x6 +
6.210620759886853'*A493C8 + 8.753785848596495'*A483C10 +
2.643051282788797'*A47 x12 - 1.8209396962619604' *A52y2 - 
8.804862286026134'*A51x2y2 - 1.2666652003042184'*A51 X4 y2 +
4.192568642277584'*A50x6y2 + 1.1612087227855613'*A50x® y2 +
6.660489232627768'*A48x10 y2 - 1.3641290907437227'*A52y4 - 
7.544476975569823'*A51x2 y4 - 1.148340657588124'*A51x* y4 +
3.2609755282945555'*A50x6 y4 + 6.879333878842681'*A49x® y4 +
3.5746434664177734'*Α53γ* - 1.4292150109255762'*A52x2 y6 - 
1.481825644475026'*A51x4y® + 3.724545578885448'*A50x® y® - 
2.6252051890833043' *A52y8 - 8.699816855842974 '*A51x2ys +
1.1144520883725142'*A51X4y8 - 1.1237006534212489'*A52yL0 +
1.7479787942108316'*Λ51 X2 y10 + 1.1237006534212489'*A51yL2) ) /. 
aO -» (0.5* (4.800000000000001' + 177.99999999999997' x2 + 112.26666666666665' x4 +
0.5' Xs + 133.20000000000002'y2 +503. 99999999999994' x2 y2 +
6.300000000000001' x4 y2 + 429.6' y4 + 24.3' x2 y4 + 29.700000000000003' y® - 
337.6' xal -217.20000000000002' x3 al - 1083.6' xy2 al + 168. ' al2 +
108. ' x2 al2 + 684. ' y2 al2 + V ((-4.800000000000001' - 177.99999999999997' 
x2 - 112.26666666666665' x4 - 0.5' Xs - 133.20000000000002' y2 - 
, 503. 99999999999994' x2 y2 - 6.300000000000001' X4y2 - 429.6' y4 -24.3' 2·%.+
x2 y4-29.700000000000003'y® + 337,6'xal + 217.20000000000002'x3; ’ V/i 
al + 1083.6' xy2 al - 168 .' al2 - 108. ' x2 al2 - 684.' y2 al2) A2 - 4. ' %
(12.' +24. ' x2 + 9.' x4 + 72. ' y2 +54.' x2 y2 + 81.' y4) (0.3600000000000001' + 
46.480000000000004.' x2 + 312.4866666666666' X4 + 3-0999999999999996' x? + 
0.006944444444444444' Xs + 27.60000000000001' y2 + 66.11999999999978'
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x2y2+43.54‘x4y2+0.10555555555555554 ' x6 y2 +293.82000000000005 * 
y* + 135.77999999999997' x2 y4 + 0.7083333333333333' X4 y4 + '· %"{-M
94.38000000000001' y6 + 2.1500000000000004' x2 y6 + 2.3625000000000003' 
y8 - 91.60000000000002' xal - 1207.44 ' x3 al - 6.033333333333333' ' . 
x5 al - 169.68000000000006' xy2 al - 97.18666666666667' x3 
y2 al - 266.06000000000006' xy4 al + 45.6' al2 + 1766.44' x2 
al2 + 3. ' x4 al2 + 115.1600000000002' y2 al2 + 56.400000000000006' 
x2 y2 al2 + 166.2' y4 al2 - 1159.2' xal3 + 288. ' al4)))) /
(12.' +24 .' x2 + 9.' x4 + 72.' y2 + 54 .' x2 y2 + 81.' y4) ;
=ContourPlot3D[KRl, {x, -1, 1), (y, -0.5, 0.5),
(al, -0.5, 0.5), PlotPoints-»(10, 10), Contours-»{0}] 
WriteDXF["BsSynuna. dxf" , VI]
= ContourPlot3D[RR2, {x, -1,1); (y,. -6.5, 0.5),
(al, -0.5, 0.5}, PlotPoints{10, 10}, Contours-» {0}] 
WriteDXF["BsSyinnto.dxf", V2]
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ClearAll[x, y, aO, al, /3, Ml, M2, Bs, A, B]
1
Ml = FullSiirplify [ — x (x4 β + 2 x2 (24 - 3 aO + 4 β + 5 y2 β) +
3 (7y* β- 12yal (4 + β) + 4 (-aO + 6al2 + β) + Y2 (24 - 6 aO + 16 β)) ) /. β-+ O.ll ; 
M2 = FullSiirplify[----- |-6y(2 + x2+3y2)a0 + 4 (x + y-al)3-4 (x-y + al)3 +
2 V
'! ·"···.') i. V
r! ... + .. | ^36 + 16 x2 + —-— y + 2 (36 + 7 x2) y3 + 27 y^ - 6 (6 + x2) al - 54 y2 alj β| /. β -» 0. l] ;
Be =FullSinplify[-—x2 (21 y3 β - S» al (4+ β) + Y (3(5 - 9 aO + 24 β + 5 x2 β) ) +
1 f 5χ*β 7 y4 β ' ■'
— I---- -— + --- ---------6y al (4 + β) + 2 (-a0 + 6 al2 + β) + y2 (12 - 3 aO + 8 β) +
2
x2 (24 - 3 aO + 4 β + 5 y2 β) I 1-6 (2αΟ+γ^ (-4 + 9a0) + 8yal-4al2) +--------— +
·)(-
9 (4 + 3 y (8 y + 5 y3 - 4 al)) β + x2 (24 - 6 aO + 16 β + 42 y2 β)
FullSimplify[Eliminate[{Ml = 0, M2 = 0} , al] ]
Solve [Bs = 0, aO]
V.'1 e.-i | i ,i · 5
j /. β-* O.l] ;
y
V;'*
• V. ;<.< · .'
fi-
x (-1.59143x 1089 x12 - 1.4 7 3 8 3xl093 y12 - 3.24 84 4 x10” y8 (-278.339 + aO) (-0.100907 + aO) + 
9.28125x 10” y6 (-324.261 + aO) (-0.37431 + aO) (-0.0314 689 + aO) + Λ '
1.85625x 1096 y* (-214.394 + aO) (-O'. 0871722+ aO) (-0.,0296814 + aO) + 
x10 ( 4.7 1 701 x 1092 - 4.7 7 4 3x10” y2 + 2.86458xl091 aO) + 
y10 (-6.78804xl096 + 3.7 8 9 8 4x10” aO) + .5 ; ‘
1.2375xl096 y2 (-104.62 + aO) (0.00580738+ (-0.0469943 + aO) crO) + ■
2.75x10” (-0.1+aO) (6.76 + aO (5.2 + a0)).+ x8 (-5.77691xl091 y4 - .
1.71875 x ΙΟ93 (4.17001 + aO) (28.73 + aO) + y2 (-1.64561 x 1094 + 6.58 8 5 4 x 1092 aO)) + 
x4 (-1.21315 x lO93 y8 - 1 - 54687x 10” y4 (-118.129 + crO) (-0.478752 + cfO)+ ;
2.0625x10” (-Ii93232 + a0) (7.80356 + a0) (28.7288 + aO) + ;ί:·
y6 ( 2.46642xl096 + 2.4 2 3 4 4xl094 aO) + ·’: . r :.
3.09375x10” y2 ( 72.8748 * aO) (5.97887 + (-2.54743 +aO) aO) ) + ' -
x2 (-2.105 4 7 x 1093 y10 - 3.7125x10” y6 (-197.834·+aO) (-0.169877 + aO) + 4.125x10” 
<-0.504561 + aO) (2.6 + a0) (17.7712 + aO) + y6 (-6.83328x 1096 + 4,87265x 1094 aO) + 
9.28125x10” y4 (-199. 459 + aO) (0.139034 +(-0.585066 + aO) aO)+‘
1.23 7 5x 1096 y2 (-89.3981 + crO) (0.254899+ (-0.557444 + aO) aO)) + 
x6 (-3.5 9 6 6 4 x 1092 y6 - 2.75xl094 y2 (-38.6978 + aO) (-2.33553 + aO) + 
y4 ( 3.67908x10” ♦ 5.7 8 6 4 6x 1093 aO) +
3.4375 x 1094 (- 8.16735 + aO) (824.489 + a0 (57.3673 + crO)) )) == 0
- . , ... .
-T "
- \;t--
. >· ·<> - 
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; - <: Γ:··'·.· ,ν*
ί'ί ·;Λί·Λ··'
5 (4.8 + 178. χ2 + 112.267 χ4 + 0.5 χ6 + 133.2 / + 504 . χ2 / + 6.3 χ4 / + 429.6 y4 + 24.3 
x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 y άΐ - 752.4 / all- 96, al2 + 72. x2al2 + 360. 
/al2-l.V((-4.8 - 178.x2 - 112.267x4 - 0.5x6 - 133.'2/- 504.x2 /- 6.3 x4 /- 
429.6 / - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 y 
al + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 -
4. (12.+24.x2 + 9. x4 +72./ + 54 .x2 / + 81.y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6/ + 66.12 x2 / + 43.54 x4 
/ + 0.105556x6 /+ 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 /+ 94.38 >
/ + 2.15x2 y6 + 2.3625/ - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal r 937.2 
/ al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 





(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4) }, {aO -+
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3 x4 / + 429.6 / + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 /al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 ^ 133.2 / - 504. x2 / - 6.3 x* / - 429. 6 y4
24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 
al2 - 360. / al2) Λ2 - 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4) 
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 
43.54 x4 / + 0.105556 x6/ + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 +
94.38 y6 + 2.15 x2 / + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 
937.2/al +2.52 x2 y3 al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2al2 + 2. x4 al2 +
1150.44.’/al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3.+ 14 4 . al4) ))) / «
(12. + 24.. x' + 9. x4 + 72.'/ + 54 . x‘ / + 81. y4)}}
, i,.
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'r'i *. -fit·5f '■>:·
r-' v 'rK- >.
y.t -V*jfv Ρ' r
« Graphics'ContourPlot3D' ·ν'.'< -Λ
ClearAll [x, y, aO, al, /3, RR1, RR2, VI, V2, TT]
KR1 = ^
: x <-l.5914343565113257**Λ89χιζ - 1.4738273575651388“*A93y12 -3.248435808510918**A95 
y8 (-278.33877541656494*+aO) (-0.10090712311761345*+ aO) +
9.281245167174052**Λ95γ6 (-324.26088744046626* + aO) (-0.3743103721606109*+ aO); 
(-0.0314688540397786*+ aO) +1.8562490334348102**A96y*
·_ (-214.3942574871668* +aO) (-0.08717223349520918* + aO) :A:i
(-0.02968139044914596*+ aO) + x10 (4.717011432699569**A92- ,:V ' ]i-
4.774303069533977* *A90y2 + 2.8645818417203863**A91aO) +
■? y10 (-6.788044902905346“*A96+3.789841776596071 * *A94 aO) +
ψΧΡν*. 1.2374993556232065**A96y2 (-104.61967238885507* + aO)
(0.005807384527151235*+ (-0.04699427781165493* + aO) aO) +
2.74999856805157* *A95 (-0.1* +aO) (6.7600000000000025* + aO (5.2* + aO)) + 
x8 (-5.776906714136113**A91y4 -
1.718749105032232“*A93 (4.170014024618938* + aO) (28.72998597538106* + aO) + 
y2 (-1.6456067820069712**A94 + 6.588538235956888**A92aO)) + 
x4 (-1.2131504099685836**A93y® - 1.5468741945290087**A95y4 
(-118.12939620668536*+aO) (-0.4787519414627901*+ eO) +
2.0624 989260386778 * *A95 (-1.932317447087973 * + aO)
(7.803555047417606* + aO) (28.728762399670362* + aO) + 
y* (-2.4664164240486196**A96+2.423436238095447**A94a0) +
3.0937483890580173“ *A95y2 (-72.87478751314929* + a0)
(5.978866502318223*+ (-2.5474347090729363“ + aO) aO) ) + 
x2 (-2.105467653664484 * *A93y10 - 3.7124 980668696205“ *A95y6
(-197.83382668186186*+aO) (-0.16987702184187467*+ aO) + ·
'··' % ' ; 4,124997852077355**A95 (-0.5045609050079658* +aO)
(2.599999999999999*+aO) (17.771227571674643*+aO) + t\*t
y8 (-6.833282379349795“*A96+ 4.872653712766377**A94aO) + '
9.281245167174052**A95y* (-199.45937811394748“ + oO)
(0.13903356367784142*+ (-0.5850663304969058*+ aO) aO) +
1.2374993556232067**A96y2 (-89.39811163429795* + aO)
(0.2548994308850173* + (-0.5574439212576064* + aO) aO)) + 
x6 (-3.59 664 1 64 57155 96**A92y6 - 2.74 9998568051571**A94y2 
(-38.69779985925582*+ aO) (-2.3355334740775238*+ aO) + 
y4 (-3. 679077945382883* *A95 + 5.78645532027518* *A93aO) +
3.437498210064464**A94 (-8.167348252267514 * + aO)
(824.4891114853791*+aO (57.36734825226751*+aO)))) /. 
aO -> (0.5* (4.800000000000001* + 177.99999999999997* x2 + 112.26666666666665* x4 +
0. 5 x6 + 133.20000000000002 * y2 + 504 . * x2 y2 + 6.300000000000001 * X4 y2 +
429.6* y* + 24.3' x2 y4 + 29.700000000000003 * y* -
206.39999999999998 * y al + 133.19999999999993' x2 y al - 
752.3999999999999* y3 al + 96. ' al2 + 72. ' x2 al2 + 360. ' y2 al2 -
\v j : s ; -v · .· ··· }■* >wC··
1. * V((-4.800000000000001* - 177.99999999999997* x2 - 112.26666666666665“ x4 -
0.5* x6 - 133.20000000000002* y2 - 504. * x2 y2 - 6.300000000000001* x4 y2 - 
429.6* y4 - 24.3* x2 y4 - 29.700000000000003* y6 +206.39999999999998* 
y al - 133.19999999999993* x2yal + 752.3999999999999* y3 al - 96. * >
* al2 -72. “ x*al2 -360. * y2 al2) A2-4j* (12. * + 24. * x2 + 9. * X4 + 72. “ '
y2 + 54 . * x2 y2 + 81. * y4) (0.36000000000000004* + 46.480000000000004*/ 
x2 + 312.4866666666666* X4 + 3.0999999999999996* xs + 
0.006944444444444444* x® + 27.6* y2 + 66.12* x2 y2 + 43.54000000000000<S*\ 
x4 y2 + 0.10555555555555554 * x6 y2 + 293.82000000000005*
. ^ - y*.+ 135.77999999999997* x2 y4 + 0.7083333333333333* x4 y4 +
94.38000000000001 * y6 + 2.1500000000000004“ x2 y6 + 2.3625000000000003*
■M
Λ· ’'···.νV ’·'' ·?' ■
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Ε.Εοαγόροο 
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/. ν λ .
y8 - 50.16” yal + 227.27999999999997“ χ2 y al + 11.899999999999999“ χ4 
■ : y al— 937.2“ y3 al + 2.519999999999996“ x? y3 al■- 176.33999999999997“ ·
y* al + 24. * al2 - 158.76“ x2 al2 + 2. “ x4 al2 + 1150.44 “ y2 al2 +
31.200000000000003 “ x2 y2 al2 + 8S.2“y4al2 - 648. “yal3 + 144. “ al4)))) / ■
(12. “ + 24. “ x2 + 9. “ x4 + 72. “ y2 + 54 . “ x2 y2 + 81. “ y4)
RR2 = x (-1.5914343565113257“*A89x12 - 1.4738273575651388“*A93y12 - Λ - 
; 3.248435808510918“*A95y® (-278.33877541656494“+aO)
. (-0.10090712311761345' + aO) +9.281245167174052“*A95y®
(-324.26088744046626“ + aO) (-0.3743103721606109*+ aO)
(-0.0314688540397786“ + aO) +1.8562490334348102“*A96y4 
(-214.3942574871668“+aO) (-0.08717223349520918“+ aO)
$&*; (-0.02968139044914596“ + aO) + x18 (4.717011432699569“*A92-
4.774^03069533977“*A90y2 +2.8645818417203863“*A91 aO) + 
y10 (-6.788044902905346“*A96+ 3.789841776596071“*A94 aO) +
1.2374993556232065“*A96y2 (-104.61967238885507“+ aO)
(0.005807384527151235“+ (-0.04699427781165493“ + aO) aO) +
■ -2-'74999856805157“*A95 (-0.1“ +aO) (6.7600000000000025“ + aO (5.2“ + aO)) +
x8 (-5.776906714136113“*A91y4 - ' ;U > '' '.
1.718749105032232‘ *A93 (4.170014024618938“ + aO) (28.72998597538106' + aO) + ‘C 
y2 (-1> 6456067820069712“*A94+ 6.588538235956888“*A92aO) ) + 
x4 (-1.2131504099685836“*A93y8 - 1.5468741945290087“*A95y4 
(-118.12939620668536“+ aO) (-0.4787519414627901*+ aO) +
2.0624989260386778“*A95 (-1.932317447087973“ + aO)
(7.803555047417606“ + aO) (28.728762399670362“ + aO) + 
y6 (-2.4664164240486196“ *A96 + 2.423436238095447 “*A94 aO) + ,
3.0937483890580173“*A95y? (-72.87478751314929“ + aO)
(5.978866502318223*+ (-2.5474347090729363“+a0) aO)) + J ;
x2 (-2.105467653664484“*A93y10 - 3.7124980668696205“*A95y®
* (-197.83382668186186“+ aO) (-0.16987702184187467“ + aO) +
4.124997852077355“*A95 (-0.5045609050079658“+ aO)
; (2.599999999999999“+aO) (17;771227571674643“ + aO) +
y8 (-6.833282379349795“*A96+ 4.872653712766377“*A94 aO) + \
9.281245167174052“*A95y*(-i99.45937811394748“ + aO)
(0.13903356367784142“t (-0.5850663304969058“ + aO) aO) +
1.2374993556232067“*A96y2 (-89.39811163429795“ + aO)
(0.2548994308850173“+ (-0.5574439212576064“+ aO) aO)) + 
x6 (-3.596641 645715596“*A92y® -2.749998568051571“*A94y2 _
(-38.69779985925582“ + aO) (-2.3355334740775238“+ aO) + 
y4 (-3.679077945382883“*A95+ 5.78645532027518“*A93aO) +
3.437498210064464“*A94 (-8.167348252267514*+aO)‘;
(824‘4891114853791' + aO (57.36734825226751' + aO)))) /. 
aO+ (o.5“ (4.800000000000001“ + 177.99999999999997“ X2 + 112.26666666666665“ X4 +
0.5“ x6 + 133.20000000000002“ y2 + 504. ' x2 y2 + 6.300000000000001“ x4 y2 +
429.6“ y4 +24.3“ x2 y4 + 29.700000000000003“ y6 - 206.39999999999998“ y al + 
133.19999999999993“ x2 yal - 752.3999999999999“ y3 al + 96. ' al2 +
72. ' x2 al2 + 360. “ y2 al2 + V ((-4.800000000000001“ - 177.99999999999997“ x2 - 
112.26666666666665“ x4 - 0.5“ x6 - 133.20000000000002“ y2 - 504. ' x2 y2 - 
' 6.300000000000001“ X4 y2 -429.6'y4 -24.3“ x2 y4 - 29.700000000000003“ y6 +
] 206.39999999999998“ yal - 133.19999999999993“ x? yal + Γ
' 752.3999999999999“ y3 al - 96. “ al2 - 72. “ x2 al2 - 360. “ y2 al2) A2- '
4 . ' (12.' + 24 . “ x2 + 9. “ x4 + 72. “ y2 + 54 . ‘ x2 y2 + 81.' y4)
(0.36000000000000004“+ 46.480000000000004“ x2 + 312.4866666666666“ x4 + 
3.0999999999999996“ x* + 0.006944444444444444“ x8 + 27.6“ y2 +
66.12* x2 y2 +43.540000000000006“ x4^ + 0.10555555555555554 ' x6 y2 + V f
Λ. Αργηροπούλοο 
E. ΕΌαγόροο 
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293.82000000000005'y4 + 135.77999999999997' x2 y4 +
0.7083333333333333' x4 y4 + 94.38000000000001' y6 ♦
2.1500000000000004 ' x2 y6 + 2.3625000000000003' y* - 50.16' y al +
227.27999999999997' x2 yal + 11.899999999999999' X4 yal -
937.2' y3 al + 2.519999999999996' x2 y3 al - 176.33999999999997' y5 al +
24. ' al2 - 158.76' x2 al2 + 2. ' x4 al2 + 1150.44' y2 al2 +
31.200000000000003' x2 y2 al2 + 85.2' y4 al2 - 648. ' y al3 + 144. ' al4)))) / 
: ' .(12.' +24,' x2 + 9. ' x4 + 72.'y2 + 54.'x2y2 + 81.'y4)
f £ « Utilities'DXF'
VI=ContourPlot3D[RRl, {x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5),
"* ·. {al, -0.345, 0.345}, PlotPoints-► {10, 10}, Contours-» {0}]
WriteDXF["BsAsyitma.dxf" , VI]
V2 = ContourPlot3D[RR2, {x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5},
•f vvV;
-Γ
.+1 !" •Λ \ ■:
'.y,.
{al, -0.345 , 0.345}, PlotPoints-+ {10, 10}, Contours-»{0}]
WriteDXFf "BsAsyimib.dxf" , V2] "v>
TT = Show [VI, V2] }
WriteDXF["BsAsynm.dxf" , TT]
. ■ . ' ■·'.· .· .< ’ * ■' ■■■ ’ ' iV „"■«&■· ΐ
x (-1.59143xl089 x12 - 1.47383xl093 y12 - »·»
3.24 84 4 xlO95 y8 (-278.339+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 +
504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 y2 - 504 .x2 y2-6.3x4y2-
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752. 4 y3 al - . 
96. al2- 72. x2 al2' - 360. ^α12)Λ2- 4. (12. +24. x2 + 9. x4 +
72. y2 + 54 . x2 y2 + 81 . y4) (0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 
0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556x6 y2 +
293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.7083,33 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + - V'
2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y^ al +
. f i
2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al t 24 . al2 - 15,8.76 x2 al2 + 2, x4 al2 +
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4))))// 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (-0.100907 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + Π2.267x4 + 0.5 x6 + 133.2^ + 504. y2 H
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 X2 y4+ 29.7 y6 - 206.4 yal + ; 
133.2 x2 yal · 752.4 y3 orl + 96. al2 + 7έ. x2 al2 + 360. y2 al2- 
1 . V ((-4.8- 178. x2 112; 267 x4 0.5 x6:-133;2 y2 - 504 . x2/ 6.3 x4 y2 -
429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. ^al2) Λ2 - 4.
(12. + 24. xz + 9. x4 + 72. ^ + 54.χ2^ + 81. y4 ) (0.36 + 46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6,+ 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625y8 50.1 6 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal 937.2
y3 al + 2.52x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4)))) / 
(12. + 24 . x2’+ 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + 9.28125xl09S y6 
(-324.261 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6 + 133.2 ^ + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +




•  24,3 x2 y4
112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2- - 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2 -
•29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) A2 - 4 .
(12. +24 . x2 + 9 . x4 +72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + - \ :
312.487 x4 +3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 +293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + <
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
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/ al + 2.52 x2 y3 at - 176.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + ' 
1150.4 4 / al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 14 4. al4) j)) /
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. / + 54. x2 /.+ 81./)) (-0.37431 f ' ' ;
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 / + . ; ' (
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + ’ 5 ^
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - -
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2 - 6.3 x4 / -
429. 6 / - 24.3 x2 y4 29,7y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 y al +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 4.
(12. +24. ■ 72> y2 + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 4 6.48 x2 +
■Λ W·* , 1 ; ·■£·-
-r 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +/
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 / + 94.38 y6 +
‘ , , 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
y3 al +2.52x2 y3 al 17 6.34 / al + 24. al2 · 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 / al2 .+31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4))))/■ 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (-0.0314689 + ,
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3x4 y2 + 429.6^ + 24.3x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 ^01+96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1 i V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 
4 29.6/- 24.3 x2 y4-29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
.. 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2-4.
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + (
1 312.487X4 + 3.1 x6> 0.00694444 x8 + 27.6/+ 66.12x2 y2 + 43.54 x4 /+
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2. 3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937^2 
- y3 al + >.52x2· y3 al · 176.34 y5 al + 24'. al2 - 158.76x2al2 + 2. x4 alz+ f \ 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 / al2 t 85.2 y4 al2 · 648. y al3 + 3 44 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 /+-81. y4)) + l .85625x 1096 y4 
-214.394 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3x* / + 429. 6y* + 24.3 x2 / f 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal-752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 -
1. V ( (-4.8 - 178: x2 - 112.267 x4 0.5x6 - 133.2/,- 504. x2 / - 6.3 x4 / fj β
429.6 / - 24. 3 x2 y4 29.7 y® + 206. 4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 4 .
(12. +24. x4 + 72. / + 54. x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2
·- ·' · - .c*
.,V>4
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 
0.105556 x6 / +293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 / + 
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
/ al + 2.52 X2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76xzal2 + 2. x4 al2 + ' 
1150.44 / al2 + 31.2 x2 / al-2 + 85.2/ al2 - 648. yal3 + 14 4. al4
(12. + 24 . X2 + 9. x4 + 72'. / + 54 . x2 / + 81. y4 )) (-0.0871722 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504 . x2 / +
6.3 x4 / + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 / - 206.4 yal +- .
133.2 x2 yal- 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 +360. / al2 -
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 -133.2/ - 504 . x2 / - 6.3 x4 / 4
429.6y4 24.3 x2 y4 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 /al-96. al2-72. 360. /α12)Λ2-4.
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. /) (0.36 + 46.48 x2 + -;·
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 xz / + 43.54 x4 / +
0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 / + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal+ 11.9 x4 yal - 937.2 
/ al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 / al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4
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·+ 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + x10 (4.71701 x 1092 -
;
(12. + 24. xz + 9, x4+ 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)) (-0.0296814 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 + ?' V ^
6.3 x4 y2 + 429. 6y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + :
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 +360. y2 al2 - : .
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x8 - 133.2 y2 - 504 , x2 y2 - 6.3 x4 y2
429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 29.7 y6 t 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - 4 . ' ·!
. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
312.487 x4 +3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 +' 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x6^ + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 v 
y3 al + 2.52x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648.yal3 + 144. al4)))) /
(12.+24 
4.7743x10
-.y + , .. ..........
(l. 43229x 1091 (4.8 + 178; x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2^
6.3x4 y2 + 429.6y* + 24.3x2 y4 + 29.7 y6 -206.4 yal + *· +
133.2. x2 yal -752.4 ^ al+ 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 -
1. V ((-4.8 - 178. x-2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - Ϊ33.2 y2 - 504 . x2 y2 6.3 x4 y2 ‘ ;
429.6 y4 -24.3 x2 y4 - 29.7 y?+ 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2- 4. tf.
(12. +24 . x2 + 9. x4 + 72 ; y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.48 x2 + -
312.487 x4 +3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6^ + 66.12 x2 y2 + 43.54 x*y 
■ 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y8 +
. " ' 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal t 227.28 x2 yal ♦ 11.9 x4 yal - 937.2
' , y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2:+ .'■/
; , 1150.44 y^ al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4al2 - 64 8. yal3 + 144 .’al4)'))) / ?■[
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + y10 (-6.78804x 1096 +
(l. 89492 xlO94 (4.8 + 178. x2 + 11Z. 267 x4■·+' 0.5 x6 +(133.2 y2 + 504. x2 y2 
6;3X4.•yz( + -4'29.6 y* + 24.3 x2 y4 + 29.7 206:4 yal.+





V ((-4.8 - 178. x2 112.267 x4 0.5x6 
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 7 ..6
133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3x4 y2
-| - ' i
V;._:
e: ·■ ■ .·.·.*.
:v >Α·Χ
2ν' ■’· .
29. yb + 206. 4 yal - 133.2 yal -f - 
v- ".·■ 752.4 y3 al - 96 .al2- 72. x2 ai2 - 360. y2 al2 ) Λ 2 - 4 .
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 4 4 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6/ + 293^82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38y6+>; "$ 
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176. 34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 +31.2χ2^α12 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81 . y4)) + 1.2375x 1096 y2 
(-104.62 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4.8-178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504.x2 y2-6.3x4y2- 
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 y al +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360.'y2 al2) Λ 2 - 4 . . ' ;
7-· (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y? + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46! 48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6^ + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + ) 
0.105556 x8 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38y6 + i ; 
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 ^01 + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) /
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(12. + 24 . χ2 + 9. χ4 + 72. y2 + 54 . χ2 y2 + 81 . y4 )) (θ. 00580738 +
(0.5 (4.8 + 178. χ2 + 112.267 χ4 + 0.5 χ6 + 133.2 y2 + 504. χ2 y2 + .
6.3 χ4 y2 + 429.6 y4 + 24.3x2y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al + :’
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. crl2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - ·-
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
• 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - 4 .
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4 ) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 y al - 937.2'4 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4))) 
(-0.0469943+ (0.5 (4.8 + 178. x2‘ + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 +
504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal + 752i-4y3al + 96. al2 + 72. x2al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4-8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - vyS;*
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - :
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9x4yal- 937;.2y3al + 2.52x2y3al- 
17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 + ,
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2'- 648. yal3 + 144. al*))))/,
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4))) /
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) +2.75xl095 
-0.1 + (0.5 (4.8 + 178'. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
'■ 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2 -
429.6 y4-24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 4.·
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4 ) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 y al + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6. 34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x 
■ v 1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2y4 al2 - 648. yal3 + 144 .‘al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 t 54 . x2 y2 + 81. y4)) (6.76+ '·
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2^ + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24 .3 xz y4 + 29.7 y® - 206. 4 yal +; ί
133.2 x? yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2'al2 + 360. ^al2- 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2-
429.6 y4 - 24.3 xz y4 -29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +
752.4 y3 al- 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 4 .
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46". 4 8 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12x2 y2 +43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 . 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y3 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 +2. x4 al2 +
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)))
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* ί? ; f
6.3 χ4-/ + 429.6 / + 24.3 x2 y4 + 29.7 y® - 206·. 4 yal +
133.2 x2 y al - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / alz - 
1 . V ((-4.8 -178. x2 - 112.267 x4 - 0.:5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2
6.3 x4 / - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 ·
29.7 y® + 206. 4 yal
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54. x2 / + 81. y4) -
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 4 4 x8 + 27.6 y2 +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + -
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 -'50.16 yal + 
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - 
176.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 + 
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / +54. x2 / + 81 . y4)) + x8 (- 5.77 691 x IQ91
/ - 6'.
1.71875xl093 .·' §,·
·· */ .. ν'»».··'.·· -·**.·■*' ·'*.;>·· - ··-»'.'· ir". ·'. ·*’·.' >*'-V''"·*? * >*-> · '· . *.·♦>'££
(4.17001 + ν·Λ
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x®+ 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y* +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206,4 yal + 133.2 x2 yal - 752. 4 y3 al + 96. al2 + ; .
72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 ' :
504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal ,
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - .
4 / (12. + 24. x2 + 9. 72. y2 τ 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 4 6.4 8 xz + 312. 487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 +
• , 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 y3 al + 2.52 xz y3 al -
17 6.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 3 (
3i. 2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))))/
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (28.73 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 y2 + 6. 3 x4 y2 + 429. 6 y4 + ·
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal+ 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + ' ..
72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 1. V ((-4.8
504. xz y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4
0.5 x6 - 133.2/ 
29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 / x2 / + 81 . y4)
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ +
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal + 
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2/ al + 2.52 x2 / al - 
176.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4) ))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) + ·· : ■ ' " .
/ (-1.64561 χ 1094 + (3.29427x10” (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 +
133.2 / + 504. x2 / + 6.3 x4 / + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 
206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2- ; 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ - 504.x2 /- 
6.3 x4 / - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal-
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2.- 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - .
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54. x2 / + 81 . /) '
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ +
66.12x2 / + 43.54 χ4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 -50.16yal +
227.28 x2 y al + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - · '“ ·
Λ. ΑργΌροπούλοΌ 
E. ΈοαγόροΌ 
B. MaptviSoo ΔνΛωματίκή Εργασία
215
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
:·*
&·
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
BsAsymm2.nb
•'"'.ίν, ·£'Χ; - ■ vytf>V V
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λ ‘
176.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2al2 + 2. χ4 αΐ2 + 1150.44 / αΐ2 + ; >
31.2 χ2 y2 αΐ2 + 85.2 y4 αΐ2 - 64 8. y αΐ3 + 14 4 . αΐ4)))) /
■·,. . ' (12. + 24 . χ2 + 9. χ4 + 72. y2 + 54. χ2 y2 + 81. y4))) + .
χ4 (-1.21315χ ΙΟ93 y8 - 1.54 687 χ ΙΟ95 : ;





(0.5 (4.8 + 178. χ2 + 112.267 χ4 + 0.5 χ* + 133.2 y2 + 504. χ2 y2 + 6.3 χ4 y2 + 429(6/ +φί
24.3 χ2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal -752.4 / al + 96. al2 +
72. x2al2 + 360. y2 al2 - 1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 '- 0.5x6 - 133.2 y2 -
504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24 .3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - .S* ■ -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /al2) Λ2 - ·
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54. x2 / + 81. y4)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
0.708333 x4- / + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 y al +
221.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al -
17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 +
31,2x2 /al2 + 85.2 y4 al2.- 648. yal3 + 144. al4)) ))/.
(12. + 24. x2 + 9. x4 +72. / + 54 . x2 /+-81. y4)) (-0.478752 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504 . x2 y2 + 6.3 x! y2 + 429. 6 y4
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +133.2x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 +
72. x2 al2 + 360. / al2 - l.:V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2.-
'■< > ’504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7y6'+ 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) .
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 +81. y4) ' . ’
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3'.lx4 + 0.00694444 x8 + 21.6 y2 +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82/ + 135.78 x2 y*·.*·
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
/ 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2/al + 2.52 x2 / al -
176.34 / al + 24 .'al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +
31. 2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)) )) /
(12. + 24 . x2 + 9.' x4 + 72. / + 54. x2 / + 81. y4)) + 2.0 6 25x 1095’
(-1.93232+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 χ4 i 0.5 x6 t 133.2 / + 504 . x2 / +
6.3 x4 y2 + 429.6 / + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + . ’
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - '
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 / -
6.3x4 y2-429.6y4 -24.3x2y4-29.7y6 + 206.4yal-
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /al2) Λ2 - 
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
. ·: ; (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al -
17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4))))/
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) (7.80356 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / + 6.3 x4 / + 429. 6 y4 +
24.3 x2 / + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 y al - 752.4 / al + 96. al2 +
V-. 72. x2 al2 + 360. / al2 - 1. V'( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2/ -'//
504. x2 / - 6.3 x4 / - 429. 6 / - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al·2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ 2 - 
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4)
(0.36+ 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ +
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
*' 1 V #*? '
f +·*. i. ;*/ ’
Λ. Αργορσπούλοο
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••••.V -
■ ■ : "
0.708333 χ4 / + 94.38 y6 + 2.15 χ2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal + '
227.28 x2 y arl + 11.9 x4 y al - 937.2 y3 al + 2.52 x2 / al - :
17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 +
,*31.2 x2 /al2 + 85.2 y4 al2 -648. yal3 + 144. al4) ))/:\ 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (28.7288 + t.
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 / + 429. 6 y4 +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal -752.4 y3 al + 96. al2 +
".· 72. xz al2 + 360. y2 al2 -1. V((-4.8-178. x2 - 5 χ*λΪ3£Σ2
..2 ,,2 ίτ ,,4 ,,2 /on c ..4 24.3 x2 y4 OQ "7 ..6 . - *
>:;/%·' <>?·£
- !":·(+., .-J.
-Ϊ ■ ;ΐ;ί/ 
-_·/-’V- (4
504 . x2 / - 6.3 x4 / - 429.6 y4 29.7 yB + 206.4 yal ·
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 -360. y2 al2) Λ2 - , :
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. /) ;
(0.36 + 46. 4 8 x2 + 312.4 8 7 x4 + 3.1 x6 + 0.00 694 4 4 4 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 t 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
; 0.708333 x4 / + 94.38 y®> 2.15 x2y6 + 2.3625y®-50.16yal+ ,
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al'-'
176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 + 
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4))))/ : 1 · 7.-Ϊ,
6 ,
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 / +81. y4·)) + 
y6 (-2.46642xl096 + (l. 21172 χ ΙΟ94 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x1
133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3x2y4 + 29.7y6-
206.4 y al + 133.2 x2 y al - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - · ;
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ - 504. x2 / -
6.3 x4 y2 - 429. 6 y* - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4) '
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2/ al + 2.52x2 y3 al - ’
176.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2'- 648 . y al3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4)) + 3.09375xl095 y2
(-72.8748+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 11'2.2'67 χ4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504 . x2 / +
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504.x2 /-
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) λ 2 - 
4 . (12. + 24 - x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 4 6.48 x2+ 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 X2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal +
227.28 x2 y al + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al - 
17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 144. al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4) ) (5.97887 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
; / 133;2x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360./al2 - ί
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 / - 6.3 x4 y2 -
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752.4 / $ 
al - 96. al2 -72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 
72. / + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 χ6 + 
0.00694444 x8 + 27.6/ + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 χ6/V
A. Αργοροποόλσν 
E. Εοαγόροο
B. Μαρη/ίθσο Αοιλωματεκή Εργασία
.. > f+
:.ΐ; 217
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
'i-
BsAsymm2.nb
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica
v" *
10
i . : 'x.
293.82 / +135.78 xz / + 0.708333 x4 / + 94 .38 y6 + 2.15 x2/ f V V ! . 
2.3625/- 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 / al + - 
2.52 x2 / al - 176.34 / al + 24 . al2 - 158.76x2 al2+2. x4 al2 +
,1150.4 4 /'al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4))) 
-2.54743+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + .
;.V-4
b>
504 . x2 / + 6.3 x4 / + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al i 
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 / - 504 . x2 / -
24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206. 4 yal - : ...6.3 x4 y2 - 429. 6/
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 α12).Λ 2-
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ + 
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 +
■ 135.78 x2 / + 0.708333 x4 / + 94.38/ + 2.15 x2 y6 + 2.3625 / -
. 50.1 6 yal + 227.28xzyal + 11.9x4 yal - 937.2 yf al + 2.52, x2 /
-·[ Zt
al - 176.34 / al +24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 
/al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 14 4. al 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4))) / , ”




x2 (-2.10 5 4 7x 1093 /° - 3.7125x10
(-197.834 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x8 + 133.2 / + 504 . x2 / +
6.3 x4 / + 429.6y4 + 24:.3x2 y4 + 29.7 y6 - 206. 4 yal + -
.133.2x2 yal - 75Z.4/άΐ.+ ,96. al2 + 72. xzal2 + 360. / al2
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 0.5 x6 - 133.2/ -504. x2 / -
• - ■•r'/;
Ί·:ν.·
6.3 x4 /- 429. 6y4 - 24.3 x2 / - 29.7 y6 + 206.4 yal - , :
133.2x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2al2 - 360. /al2) Λ2- 
" 4. (Ϊ2.(+'24. x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4) . . .
(0.36 + 46.48 χ2'+.3Ϊ2.487χ4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/+.
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 / +
/0.708333 x4 / + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 y al + * ;
227.28 x2 yal + 11.9 x4 y al - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - ; ;"
176.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4) ) (-0.169877 + ’
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3 x4 / + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 +29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - 
1. V (( 4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 0.5 x6 - 133.2/ -504. x2/ -
6.3 x4 / - 429.6 / - 24.3 x2 / -29.7 y6 +206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. xz al2 - 360. / al2) Λ 2 - ;V 
4. (12. t 24. x2 t 9. x4 + 72. / +54. xz / t 81. y4)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - . /
176.34/al + 24.al2-158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 14 4. al4))))/ ; V
2 + 9. x4 + 72. /+ 54 . x2 / + 81. y4)) +4.125xl095 !
-0
(12. + 24 . x·
.504561 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267x4 + 0.5 x6 + 133.2 / +
504:. X2 / + 6.3 x4 / + 429.6 y4 +24.3x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - 
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6.3x4 / - 429^ 6 / - 24.3 x2 / - 29.7 ye+206. 4 yal - « /' V '
133.2 xz yal + 752.4 / al - 96. al2 -72. x2 al2 -360. /al2)/2-.
4. <12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)
(0·.36+ 46.48 χ2 + 312.487χ4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x* + 27.6 / + . : i
66.12 x2 / - 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82/ + 135.78 x2 y4 + ;
'·. 0.708333 x4 y4 + 94.38 / + 2.15 x2 y6 t 2.3625 y8 - 50.16 yal +
-> Λ .
V ‘< a
j 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 xz y3 al - \
176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +
" 31.2 x2 y2 crl2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4) ) j) / ;
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . xz y2 + 81. y4))
(2.6+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - 
1. V ((- 4.3 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - '
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 2,7^6/ +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal 937.2 y3al * 2.52 x2 y3 al - 
17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2;+ 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 +
: 5'' : 31.2x2/al2 + 85.2y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))))/
M‘·-
- x f-r
\ i · ·;-
Or
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (17.7712+ '
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 
i 133.2 x2 yal - 752.4 /α1+ 96. al2 + 72. x2al2 + 360. / al2 -
1. V ((-4.8·- 178.' x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 /- 504.x2 /-
6.3 x1 / - 429. 6/ - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2al2 - 360. / al2) Λ2 - 
4 . (12 . + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal +
227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937,2/al + 2.52x2/al- 
17 6.34 / al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)) )) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) +
/ (-6 . 8 3 3 2 8 x 1096 + (2.4 3 6 3 3 x 1094 ( 4.8 + 178 . x2 + 112.2 67 x4 + 0.5 x6 +
.133.2/+ 504. x2 /+ 6.3 x4 / + 429.6/+ 24.3 x2 y4 + 29.7 y6- 
/ 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 -
l.V(( 4.8 178. x2 · 112.267 X4 0.5 x6 1 33.2 / - 504 . x2 y2
6.3 x4 / - 429.6/ - 24.3 x2 / - 29.7 y6 + 206.4 yal^;- 
133.2x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 4 - : 
0.708333 x1 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2/al:- 
{ 176.34 / al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 + ·
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) + 9.28 1 25x 1095 /
(-199.459+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3 x4 / + 429.6 / + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
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133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/- 504. x2 y2 - :
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - C· ί
, f 133; 2 xz yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /α12)Λ2
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 +54. xz / + 81.’/> ' ' νίνΜ
tv (0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0. 00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - ...
176.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 +54. x2 y2 + 81. y4)) (0.139034 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - ·'> -
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ - 504. x2 / - 6.3 x4 / - *
429.6 y4 t 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal +752.4 y3 
al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 +
72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 
0.006944 4 4 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 
293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + '
2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al +
2.52 x2 y3 al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 +2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))). .
(-0.585066+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 +
504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24 .3 x2 / t 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 +72. x2 al2 + 360. y2 al2 -
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ - 504 . x2 / - t:
6.3 x4 y2 - 429.6/ - 24.3 x2 / - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
• ' 133.2x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2al2 - 360. / al2) Λ2/.
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. /)
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / +
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 +
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 
50.16 y al + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / 
al - 17 6.34 / al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 
y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81 . y4))) / ;
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. χ2/+81. y4)) +1.2375χ1096 /
(-89.3981 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2/ + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ( (-4.8-178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 42 9.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 +
66.12x2 y2 + 4 3.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.1 6 y al + .'...
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al - t_
176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 y2 al2 +
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81 . y4) ) (0.2548 99 +
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6.3 X4 y2- + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133Γ.2 x2 y al— 752.4 y3 al + 96. al2* + 72. x2 al2 + 360. / al2 - ;
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x* -0.'5x6 -133.2 y2 -504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2
429; 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y* + 206.4 yal - 133.2 x2 y al + 752.4 / -
al - 96. al2 -12. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 4 . (12. + 24. x2 + 9. x4 +
72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + '
0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 
293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 / + 94.38 y6 + 2.15 x2 / +
2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + ϊ,ί.; 
2.52 x2 y3 al - 17 6. 34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al* + 2. x4 al2 +
■y ; 1150.44 y2 al2 +31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4)j) .
(-0.5574 44 + (0.5 (4.8 + 178 . x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 +
V .-ν' 504. x2 / + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal" + -
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - 
‘l. V( (-4.8 - 178. x2 + 112.267 x4 ·· 0.5 x6 - 133.2 / 504. x2 y2 - ,,
·■·..' 6.3 x4 / + 429.6/;-24.3 x2 y4 -29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al, - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2ί- 
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 f 54. x2 y2 + 81. y4)
(0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 * 27.6y2 + —/ 
66.12x2‘/ + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + v ■ : 
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4,+ 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - s 
50.16 yal + 227.28 x2 yal +. 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3' 
al -176.34 y5 al +24. al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 * 
- yfc y2 al2 + 31.2xz y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648- yal3 + 14 4. al4 
(12. +24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4))) + 
x6 (-3.59664 x 1092 y6 - 2.75 x 1094
y2 ■' ’".-v
(-38.6978 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 12. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4.8-178. x2-112r 267 kf-0.5 x6-133.2/-504. x^y2;
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206. 4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 /al 96. al2 - 72. x2 al2 · 360. /al7) Λ2 - 
4 . (12. + 24 . x2 + 9‘. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4) ,
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0? 00694444 x8 + 27.6/ + ·" ., f
66.12 X2 / + 43.54 x4 / + 0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
0.‘708333 X4 y4 + 94 .38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 / al + 2.52 x2 / al -
176.34 / al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4 ) )) ) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. /) ) (-2.33553 +
(0.5 (4.8+ 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3 x4 / + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 +29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2- 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 / -504. x2 / -
6.3 x4 / - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 -29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 
4 . (12. t 2.4 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. /)
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/+
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 
0.708333 x4 / + 94.38 / + 2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal +
227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2/al + 2.52 x2 / al-
A Αργορσπούλοο
E. Γ.ΌαγόροΌ
B. MapwiSoo Διπλωματική Εργασία




Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
. "r: '' .4·;·:
Γ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica









·..~ ■ tn 
:■% : :ί■f
176.34 / al + 24 . al2 - 158.76x2al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 + ■ '? 
31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4)))) /' ·,,
(-. 2 . f 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4 ) ) + . / ’/%■
y4 (- 3.67 908 x 1095 + (2.89323x10” (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x® +
133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 / + 429.6 / + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 
206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 - 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 / - 
6.3 x4 y2 - 429.6/ - 24.3 x2 / - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /al2) Λ2 - ■
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4 j 
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x® + 0.00694444 x8 + 27.6/ +
■; - 66.12 x2 / + 4 3.54 x4 / + 0.105556x6 / + 293.82/ + 135.78 x2 / +
:/ : 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 * 2.3625y8 -50.16yal +
227.28 x2 y al +11.9 x.4 y al - 937.2 / al + 2.52 x2 / al - λ; /
' 176.34 /al.+ 24'. al2 - 158.76x2al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 / al2 +
31 .2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4 ))}) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4, + 72. /+54 . x2 /+ 81. y4)) + 3.4375xl0 94 V . . ‘
(-8.16735+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504.. x2 / +
» 6.3 x4 / + 429.6 y4 4 24 .3 xz y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + ‘ i';'
133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 - 
1. V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x® - 133.2/ - 504 . x2 / -
6.3 x4 / - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y® + 206.4 yal - · -
/ 133.2/ yal t 75214/al;-,96. a/-72. x2 al2 - 360./al2) Λ2- 
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72 . / + 54 . x2 / + 81. y4) :'
, ;'· (0.36 + 46.48 x2 + 312.487x4 + 3.1 x® +0.00694444 x8 + 27.6/ +
66. 12 xz / + 43.54 x4 / + 0.105556 x® / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4/ ? 
■· (i ' V; 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 -50.16yal +
227.28 x2."yai+11.9x4 yal·-937.2/al + 2.52 x2/al - \ ?
17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 t 2. x4 al2 + 1150.44/al2 +
; 31.2 x2/al2+85.2 y4al2 648. yal3 + 14 4 . al4)))) /
(12. · 24 . x2.+ 9. x4 + 72. /.+ 54 . xz / + 81. y4)) (824.489 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x® + 133.2 / + 504. x2 / + / . 1 
... 6.3 x4 / + 429.6y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 -206.4 yal + V '




1. V ((-4.8-178. 
429.6 y4
• 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ - 504. x2 / - 6.3x4 / - 
24.3 xz y4 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752.4 /
al - 96. al2 -72. x2 al2 - 360./al2) Λ 2 - 4 . (12. + 24. x2 + 9. x4 +
72.' / + 54. x2 / + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 + 312.4 87 x* + 3.1 x6 /
, 0.00694 444 / + 27.6/ + 66,12 x2 / + 43.54 / / + 0.105556x6 / + X:
/ V 293.82 / + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 / + 94.38 / + 2.15 x2 y6 +
2.3625/-50.16yal + 227.28 x2 yal + 11,9x4 yal- 937.2/al:+
2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + ;/·
1150.4 4 / al2 + 31.2xz / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4))) 
(57.3673 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / +
504 . x2 / + 6.3 x4 / + 429.6/ + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al + 
133.2x2yal- 752.4 /al + 96.al2 + 72.xzal2 + 360./al2- 
1. V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4- 0.5 x6 - 133.2/- 504 . x2 /- 
6.3 x4 /- 429.6/ - 24.3 xz y4 - 29.7 y® + 206.4 yal- 
’β. 133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - 
, 4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4) ' ?
(0.36 + 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x® + 0.00694444 x8 + 27.6/ + = 
66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556x® / + 293.82y?"+
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 / + 2.15 xz / + 2.3625 y8 - 
50.16 yal + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 yal - 937.2/al + 2.52 x2 /
Λ. ΑργνροπούλοΌ
E. Eoayopoo




Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematica














al - 17 6.34 / al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. χ4 al2 + 1150.44 - 
; / al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 +144'. al4 )))) / \ 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 / + 81. y4))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4))) )
;’iV V’ ΐ -
x12 · 1 . 47383xl093 y12
•V* '. 'V : ~ "t : 5· ·.' .. . 
*■'·*






SS ■+ ’ 
Sfe £
3.24 84 4 x 1095 y8 (-278.339+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 +
504. x2 / + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y* + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 + 
V((-4.8-178.x2 -112.267 x4 -0.5x6 - 133.2/-504.xz/-6.3x4/-
429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 
96. al2 - 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2- 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 +
• "•.V/ t v . mt.
„ 72. / + 54 . x2 y2 + 81. y4)' (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 :
0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 
293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 / +
2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2/ al +
2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 /al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)) (-0.100907 +
J» /· ,V\ -
-·. a .·· Ό. ■
(o.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267x4 , 0.5 x6 t 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 +24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2.x2 yal - 752.4/al + 96. al2 7 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 / - 504 . x2 / - 6.3 x4 / - j 
429.6y4 -24.3 x2 y4. - 29.7 y6 + 206.4 y al - 133.2 x2 y al + 752.4 / al - 
f 96. al2 - 72. x2al2 - 360. / al2) Λ 2 - 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / +
N ■ ·
•'..V t.i -






54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 312/87 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 
27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + 0.105556 x6 / + 293.82 y4 +
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 




176.34 / al + 24 . al2 > 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 /al2 + 
31.2 X2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4) )) ) /





;·· .c' v, ·; 1W; .·






.·,.■. ···<»¥ ·. -·*- , *·’· 'i*’
-.'iv
■χ'·Λ7ΐ
® < · ‘ΐ
(-324.261+ (0.5 (4.8 + 178. χ2 + 112.267 χ4 + 0.5 χ6 + 133.2/ + 504. χ2 / +
6.3 χ4 / + 429.6 y4 + 24.3 χ2 / + 29.7 / - 206.4 yal +
133.2 χ2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. / al2 +
V < (- 4.8 178. x2'- 112.267 x4 - 0.5x6 1 33.2 / - 504 . x2 / - - ■
6.3x4 /- 429.6 y4 - 24.3 x2 /- 29.7 y6 + 206.4 yal- 
133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 -72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - :>
4. (12.+24.X2 + .9· x* + 72. / + 54. x2 / + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
, ΐ;|; 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 xB + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / +
0.105556x6 / + 293.82/ + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 / + 94.38 y6 +'
’ 2.15 x2 / + 2.3625/ 50.1 6 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2-
/ al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 /al2 f 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al*)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4)‘) (-0.37431 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504. x2 / +
6.3 x4 / + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 / al * 96. al2 t 72. x2 al2 + 360. / al2 + ^
/.i/j V ((-4.8 - 178. X2·- 112.267 X4 - 0.5 x6 - 133.2 / - 504. x2 / - ; : ^
M0-
¥-6.3 x4 / - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 xz yal + 752.4 / al - 96. al?-72. x2al2 - 360. /α12)Λ2- 
(12. + 24. x2 + 9. x4 +72. / + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 4 6.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + . ; 
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. -/ i ·
2.15 xz y6 + 2.3625 y* -50.16yal + 227.28 x2yal + 11.9x4 yal - 937.2 ’ 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y8 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
M'&·' ■t.
v-:v-
My' · *■’ >·,.
A.
t ,, z/·< ' <A ·-:·.··
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (-0.0314689 +
(0.5 (4.8+ 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6 + 133 .-2 y2 + 504. x2 y2 +
> 6.3 x4 y? + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + ■
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 +360. y2 al2 + :
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0. 5 x6 -133.2 y2 - 504. x2 y2
* < .. ·
(-
_ . 6,3 x4 y2 - 429.6 y4 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206. 4 yal ~ 4Γν: 1 ·
133.2 x2 y al + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - ( ;’ ■/ 
• 4. (12.+ 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 +54. x2 y2 + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.0069444 4 xB + 27.6^ + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937\2 
y3 al + 2.52x2y3al -176.34 y5 al + 24. al2 -158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72 . y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + 1.85625xl096 y4 
214.394 + (o. 5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3xzy4 + 29.7 y6 - 20 6.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 +72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 -133.2 y2 - 504. x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429.6y4 -24.3x2 y4 - 29.7 y6+ 206. 4 yal - ,/v
Λ*.' '< jS*
:0Φ
X’-'ir,' ’i ■ > *
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72: x2 al2 
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2
360. y2 al2) Λ 2 - 




312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
, : · , : 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x* y4 + 94.38 y6 + /
■ 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 . 
y3 al + 2.52 y3 al - 176i.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2.; x4 al2"+
; ■ 1150.44 y2al2 + 31.2x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144. al4))) )/’ ■
(12. + 24 . x2 + 9. x4:+ 72. y2 + 54 vx2 y2 + 81. y4 )) (-0.0871722 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5.x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3x4 y2 + 429.’6 y4 + 24.3 x2 y4 ί 29.7 y6 - 206. 4 yal + ,
133.2 x2 yal·- 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ( (-4.8 - 178.'x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 · 133.2 y2 - 504. x2 y2.-
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al.·- 96. al2 - 72. xz al2 - 360. y2 al2} Λ2 - 
4 ._ (12 . + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 5 . ■
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2.
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (-0.0296814 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x®+ 133.2^ + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y® - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 X4 - 0.5 x6 - 133.2^ - 504 . x2 y2 -
- ; 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206. 4 yal -
133.2 x2 y al + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360 . y2 al·2') Λ 2 
4. (12. + 24.. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
x4 al2 +
.· ff
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + .·
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y® +2.3625 y8-50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
y3 al +2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
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■W'&Lr. y~- , A
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81 . y*) ) + x10 ( 4.7 1 701 x 1092 - 
4.7743 x 109° '
y2 + ΐ
(l. 43229x 1091 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2^ - 504. x2 y2 -
6,3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - ·.
133,2 x2 yal + 752.4 y3 al 
(12
A'Av
··£· ■·»* -V> · ·■· VW
vS'A r.. v·.: ;cv -*rx.
’ ^
/τι/·".' ,A ■■n*;V; -A ;;
.viK- -
Hi
'i-AA A* A >·'’> .4*·A A
96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - \
+ 24 ,x2 + 9. x4 +72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
;/ 312.487 x4 +3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +.
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y* + .
2.15 xz y6 + 2.3625 y8 - 5Q,16yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
·,, 1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 +85^2y4al2 - 648. yal3 + 144. al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + y10 (-6.7 8 8 0 4 x 1096 +
(1.894 92 xlO94 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96: al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2 - 
- , 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
,133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 - :: J
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
. 312.487 x4 + 3,1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6^ + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + '; 
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + ’
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.21 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al +24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2,+ 85.2 y4 al·2 - 648. yal3 + 144. al4)))) /
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 * 54 . x2 y2 + 81 . y4)) + 1.2375xl096 y2 
(-104.62 + (0.5 (4.8+ 178. xz + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3 x4 y2 i 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96, al2 + 72. x2 al·2 + 360. y2 al2 +. ■ :
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x* - 0.5x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2-
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3x2 y4 29.7 y6 + 206.4 yal - ; ,
: . ,i 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 --
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12x2 y2 + 43.54 x4 y? +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
. 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 -50.16yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
y3al + 2.52x2y3al -176.34 ^ al + 24. al2 -158.76x2 al2 + 2. x4al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4) ) )) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (0.00580738+ if 
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 +360. y2 al2 +
V ((-4.8- 178. X2 - 112.267 X4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2-
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
·. 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72 . x2 al2 - 360. y2 al2) Λ 2 — i
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 1 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135,78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38y® +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal -
937.2 y3 al +2.52 x2 y3 al - 176,34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2al2 + 2, x4
,.SH -T■■■, v ':
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al2 + 1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4))) 
-0.04 6994 3+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / +
' 504. x2 / + 6.3x‘ y2 + 429.6 y4 + 24.3x2 y4 +29.7 y* - 20 6.4 yal + V f / ^ j
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. xzal2 * 360. y2 al2 + 7 Γί!
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 / - 504. x2 / - 6.3 x4 y2 - *3
429. 6 y4 - 24.3 x2 / - 29.7 / + 206.4 yal - 133.2 X2 yal +
752.4 y3 al - 96. al2-72." x2 al2 - 360. y2al2)/'2-4. (12. + 24. x2 + 
/ 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 +· ;J. '
3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + /Γ
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 y al + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - ·
' 937.2 / al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2- 158.76 x2 al2 / ί t
2. x4 al2 + 1150.44 /,al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 +
. 14 4. al4)))) / (12Γ + 247 x2+ 9.x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) ) /
+ 24. x2t 9. x4 * 72. / + 54. x2 / + 81. y4)) + 2.75xl09S -- sC
(0.5 (4.8 + 178. x2+112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 + '
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 -206.4 yal + ■';//;; ' ‘ . /Vis
133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 / - /' ' .1 ./is
6.3 x4 / - 429.6y4 -24.3x2y4 - 29.7 y6 + 206. 4 y al - ,7 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 -
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72.'/+ 54 . x2/.+81. y4) (0.36+ 46.48 x2 + '%(.
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6/ + 66.12 x2 / + 43.54 x4 y2 + 
0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4-+ 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + ’ - . '
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 l 
'■ y3 al + 2.52 x2 / al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + .
; 1150.44 y2 al2 + 31 .2 x2 y2 al2 1 85.2y4 al2 - 648. yal3 +144.al4)))) /
. + 24. x2 + 9. x4 -+ 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) ’
(0.5 (4.8+ 178: x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2/ +504. x2 / + Ί
6.3 x4 / + 429.6 y4 1 24.3 x2/.+29.7 / - 206. 4 yal +
133.21 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 12. x2 al2 + 360. / al2 +
V ( (-4.8 -178.'x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2/ - 504. x2 y2 - V 1
6.3 x4 / - 429.6 y4 - 24.3 x2^ - 29.7 y6 + 206.4 yal - , 1 : S
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - -
4. (12. t 24 . x2 t 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81 . y4) (0.36+ 46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 50.1 6 y al + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 y al - - i/
937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176. 34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2al2 + 2. x1
. al2 + 1150.44 y2 al2 + 31.2 x2y2 al2 + 85.2y4 al2 - 6481 yal3 + 14 4. al4))) 
(5.2+ (0.5 (4.8+ 178. x2 + 112.267x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3x4 y2 +
429.6 y4 > 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al < .
96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 
133.2/- 504 . x2 y2-6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 -24.3 x2 y4 - 29.7 y6 +
206.4 yal - 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2- 
360. y2 al2 ) Λ 2 - 4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) 
(0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/+ / 1
; · 66.12 x2 y2 t 43.54 x4 y2 t 0.1 05556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 +
0.708333 x4 y4 ) 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal t 
" / 227.28 x2 yal +11.9x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 xz y3 al - : /V i
' ’ 176.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 y2 al2 +-;
/' 31.2.x2/al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4) ))) /
(12. +24. x2 + 9/x4 + 72. / + 54. x2 / + 81./)))/
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(4.17001 + / ' +: ’■* ^ ;·.'· .-’· v·· : \
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 / + 504 . x2 / + 6.3 x4 / + 429.6 y4 +
. 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 y al - 752.4 / al + 96. al2 +■;-.
- 72. x2 al2 + 360. / al2 + V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ -
504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6/ - 24.3 x2 y4 -29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 ql - 96. al2 - 72. xz al2 - 360. y2 al2) Λ2 ’
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y*) (0.36 + 46.48 x2 + ; ·.’"1 :‘
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 / +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 f 135.78 xzy4 t 0.708333 x4 y4 f 94.38 / +
2.15 xz y6 + 2.3625 / - 50.16 y al + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 yal - 937.2 
/al + 2.52 x2 / al-176.34 / al +24 . al2 - 158.76xz al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)))) / 
(12. +24\ x2 + 9. x4 + 72. / + 54. x2 / + 81. y4)) (28.73+, * !'«■;
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267Ϊχ4 +0.5,x6 + 133.2/+ 504. x2 / + 6.3 x4 / + 429.6/ +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2** yal - 752.4 / al + 96. al2 + ‘ '
72. x2al2 + 360. / al2 + V ((-4.8-178. x2 - 112.267 x4 -0.5 x6-133.2/- 
504. xz / - 6.3 x4 / - 429.6 y4 - 24.3x2 y4 -29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 / al 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /al2) Λ2 - ‘ l"
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81 . y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / +
0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 y al + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 
/ al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 /al2-+31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4),))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. / + 54 . x2 / + 81. y4)) + 
y2 (il. 64561 x 10s4 + (,3.29427x 1092 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 +
'133.2/ + 504. x2 / + 6.3x4 / + 429. 6 y4 + 24.3x2 y4 + 29.7 / - 
; 7 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4/ ai + 96. al2 + 72. xz al2 + . '
360. / al2;+ / ((-4.'8- 178., x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 / -
504. xz / · 6.3x4 / - 429. 6 y4.· 24.3x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - :
; . 133.2 x2 yal + 752.4 / al - 96. al2 .- 72. x2 al2 - 360. / al2) Λ2 - -
/v' 4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 12. / + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6/ + 66.12x2 / + 43.54 x4 / +
0.105556 x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 / + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
2.15 xz y6 + 2.3625 / - 50.1 6 yal + 227! 28 x2 yal +11.9 x4 yal.- 937.2. 
/.al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
; 1150.44 / al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. /> 54 . x2 / + 81. y4))) +
(-1.21315x10” / - 1.54 687x10”
(-118.129+ . '
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6 + 133.2 / + 504. x2 / + 6.3 x4 / + 429. 6 y4 +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 / al + 96. al2 + +
72. x2 al2 + 360. / al2 + V ( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2/ -/ ■/ 
\ 504( X2 /- 6.3 x4 /-'429.6/- 24.3x2 /- 29.7 y6 +206.4 yal/ ·
, 133;2x2yal + 752,4 /ai-96. al2-72. x2 al2 - 360./α12)Λ2 - /
■ '·. t 4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72. / + 54 . x2 / + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + ,·
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 / + 66.12 x2 / + 43.54 x4 / + /’ 
0.105556x6 / + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
. 2.15 x2 y6 + 2.3625 / - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 .
/ al + 2.52 x2 / al - 17 6.34 / al + 24 . al2 - 158.76x2al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 / al2 + 31.2 x2 / al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4’
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(12. + 24 . x2-·- 9. x4 + 72.V + 54. x2 y2 + 81. y4)) (-0.478752 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y? + 504 . x2 y2 + 6.3x4 y2 t 429.6y* +' 
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal -752.4 y3 al + 96. al2 +
72. x2 al2 + 360. y2 al2 + V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 -
504. X2 ^-;^^^ ^- 429.6^ - 24.3 x2 y* - 29.7y6 + 206.4 yal-:
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133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x1 al* - 3601 f al2) Λ2 - ,/
; 4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 + '
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 6.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + (;
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
' 2.15x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y* al2 - 648. y'al3 + 144 . al4)
(12^+ 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)) + 2.0625xl095 
-1.93232 + (0.5 (4.8 + 178:.';x2&· 112.267 x4\-0.5,x6 + 133,2 y*+'504 . x2 y2 + .
6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24 .3 x2 y4 + 29.7 y® - 206.4 yal + >
f. ;«? 133.2 x2 yal - 752.4 y^al - 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -. V 1
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al.2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - H 
: 4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3. l x6 + 0.006944 44 x8 + 27,6y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 + / 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (7.80356 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 +
72. x2 al2 + 360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 
I 504 . x2 y2 - 6.3 xly2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206^ 4 y al - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 
4. (12.+24.χ2+9.χ4+72.^ + 54.χ2^ + 81^4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 y al - 937.2 
y3 al + 2.52 xz y3 al · 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + ; . 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648 . y al3 + 14 4 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (28.7288+
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6. 3 x4 y2 + 429. 6 y4 +
. 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal-752.4 y3 al + 96. al2 +
72. x2 al2 + 360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2^ - ! '
504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 -
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2.+ 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) +
(-2.4 6 6 4 2x 1096 + (l. 21172x 1094 (4.8 + 178.'x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 +
133.2 y2 + 504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y*+ 24.3 x2 y4 + 29.7 y6-
206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al t 96. al2 + 72. x2 al2 + 1
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ν , ..· Γ.ν
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504. γ2 - 6.3 χ4 V - 429. 6 y4 - 24.3 χ2 y* - 29.7 y6 + 206.4 yal -
* _______V i j. ’ ___ . o ____ o . ? ______ o . i_ ·133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 -72. x2 al2 - 360. y2 al2) A2- 
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2y2 + 81. y4)(0.36 + 4 6.48 x2 + .
312.487 x4 
0.105556x6 y2
+ 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12x2 y2 + 43.54 x4 y2 + /-l 
^+ 293.82 ^ + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x' y4 + 94 .38 y6+'
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 y al + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 y al - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 +'
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81 . y4)) + 3.0 9 3 7 5x 1095 y2 
-72.874 8 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429. 6y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 
133.2 x2 y al - 752.4 y3 al + 96. al·2 + 72. 
V( (-4.8 -178. x2
206.4 yal + 
k2 al2 + 360. y2 al2 +
112.267 x4.- 0.5 x6 - 133.2 y2 504. x2 y2 -
29.7 y6 + 206.4 yal - ;
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al ~ 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. V a!2) A2 -
6.3 x4 y2 - 4 2 9. 6 y4 - 24.3 x2 y4
4. (12. + 24. x2 + 9. + 72 . y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + V 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78(x2 y4 ^ 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 + >
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
Val + 2.52 x2 y3 al - 176.34 V/ai' + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +·>'·
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 144. al4))))/ 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (5.97887 + .
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267.x4 + 0.5 x&+ 133.2V + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + \
; " 24.3 X2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + ;V
. 72. x2 al2 + 360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - -
' 504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal V $■ " \
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al 
(12 + 24 . x2'+ 9.. x4 + 72.V + 54. x2
96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 · 
V + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
•7 /: 312.487 x4 + 3.1 x6 f 0.00694444 x8 + 27.6 V + 66.12x2 V + 43.54 x4 y2 + :'
• 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
' 2.15 x2 y6 + 2.3625V - 50.16 yal +-227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
V al + 2.52 χ2 V «1 - 17 6.34 V al + 24 . al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))) “> ·
(-2.5474 3+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 V +
, 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 V + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206. 4 y al +
133.2 x2 y al - 752.4 V al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8- 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 V - 504. x2 y2 - .
6.3 x4 y2 - 429.6 y4-24.3 x2 y4 -29.7 y6 + 206.4 yal- 
‘ 133.2 x2 yal + 752.4 V al - 96. al2 - 72. x2 al* - 360. Val2) A2 - ’
·'. i '
V: ■*'
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) ’ «_ ;
(0.36 + 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 +
. ' , 66.1:2 x2 V + 43.54 x4 V+ 0.105556 x6 y2 3 293.82 y4 + ..· ' .j ' ’
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 
50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 y al - 937.2 V al + 2.52 χ2 V 
al - 176.34 V al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.44 /
1 Val2 + 31.2x2 y2 al2 + 85.2y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))))//·:
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. V + 54 . χ2 V + 81· Y4)))/
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. V + 54 . χ2 V + 81. y4)) ) + V 
.1054 /xlO93 y10 - 3.7125xl095 V- ‘ 1
-197.834 + . s·, ' *;V \·
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 X4 + 0.5 x6 + 133.2 V + 504 . χ2 V + 6· 3 x4 V + 429. 6 y4 + 
24.3x2 y4 + 29.7 y6 - 206. 4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 V al + 96. al2 + / ■
72. x2al2 + 360. Val2 + V ((-4.8 - 178 i x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 V-' ύ
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% Vi'.·
i. -,Α'.-ί ’;-·)*} t./‘
■?'V *4 «·ϊ· Λ:Λ·2 &:■
-
-.->n ,r-
504 . x2 y2 - 6.3 X* y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 -29.7 y6 + 206. 4 y al - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72 . x2 al2 - 360. v^al2) Λ2 -: -
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54-x2 y2 + 81. y4) (0.36 4 46.48 x2 +V ] V ί
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 χ2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556x6 y2 + 293.82y4 + 135.7$ x2 y* + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 + .,'λ-,
·■ 2.15 x2 y6 + 2.3625 y* - 50.16yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 ■'Ϊ
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))))/·
(12; + 24. x? + 9.~x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)) (-0.169877 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6+ 133.2 y2 + 504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429.6 y4 +
24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 +
■ 72. x2 al2 + 360. y2 alz + V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 6.5 x6 - 133.2 y2 -
504. x2 y2 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 'Z.0
, ' 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al -.961 al2 - 72. x2 al2 - 360. y2al2)'>2
' ί '·’ 4 * (12. f 24 . x2 + 9. x4 +72. y2 + 54 . χ2ιΛ+ 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 + -
312. 487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 * 27.6 y2 4 66.12 x2 y2 -t 43.54 x4 y2 4 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6+- 
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9X4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4)))) /.
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 f 81. y4)) + 4.125xl095 
(-0.504561 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5x6+ 333.2/ + , '
504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 +72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2-
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 •29vly6 + 206.4 yal
133.2x2 yal + 752.4 y3 al · 96. al2 72. x2 al2 - 360. γ^αΐ2) Λ2-
4. (12.' + 24. x2 + 9. x4 +72;y2;+54.;x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
\..·
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
: 0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + ,
2.15 x2 y6 + 2.3625 y® - 50.16 yal+227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
M y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +; 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. y al3 + 14 4 . al4)))) / -
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81:. y4)). "
(2.6+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504. x2 y2 +
6.3 x4 ^ + 429.6^ + 24.3 x2 y4 + 29.7y6 - 206.4yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2- 
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y* - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al- 96. al2-.72: x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 
; 4. (12. + 24. x2 + 9.x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4 ) (0.36 + 4 6.48 x2 +
312.4 87 X4 + 3.1 x6 + 0.00694 4 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + :’ 
0.105556 X6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
y3 al + 2.52x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (17.7712 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 +
: 24 -3x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal + 133.2 x2 yal -752.4 y3 al + 96. al2 +*
72. x2 al2 +’360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2- 112.267 x4 - 0.5x6 - 133.2 ^ -' |
- . 504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206. 4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. /α12)Λ2 
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
:' 312.487x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
Λ. Αργνροπούλοο
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0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y® + 
2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16yal + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76x2al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) 
y8 (-6.83328x 109® + (2.43633x 1094 (4.8 + 178. x2 + 112.267x4 + 0.5x®+: 
133.2 y2 + 504. x2 y2 + 6.3 x* y2 + 429. 6 y* + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 
206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 +
V'A ’




+ -4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x® -T33.2 y2 - ' 'i//;.................
504. x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y1 - 29.7 y® + 206.4 yal;-; ·
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2'-360. y2 al2) Λ2- ; '
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y*) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x® + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + : 
0.105556x® y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y* + 94.38 y® +
-■ 2.15 x2 y® + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9X* yal - 93TiZp^ 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24'. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 >^α12 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4)))) /
- ; (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 t 54 . x2 y2 + 81. y4)) + 9.28125xl095 y4 
(-199.459+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267x4 + 0.5 x® + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
"ajir
6.3 x4 y2 + 429; 6 y4 + 24,3 x2 y4 + 29.7 y® 206:. 4 y al +
133.2 x2 yal - 752.4 y^al V96. al2 + 72. x2 al2 t 360. y2 al2 + :
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x®-133.2y2 - 504.x2 y2- 
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3x2 y4 - 29.7 y® + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4* y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. i^al2) Λ2 -
(0.36 + 46.48 x2 +4. (12. + 24 X2+ 9. x4 ■* 72. y2 » 54 . x2 y2 + 81. y4
312.4 87 x4 + 3.1 x® + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x® y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y® +.
2.15 x2 y® + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 y al + 11.9 x4 yal - 937.2.
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4)))) / , 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) ) (0.139034 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x® + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 +29.7 y® - 206.4 yal +
*133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 X4 0.5 x® 133.2 y2 - 504. x2 y2 - 
62 y4 · 29.7 y® t- 206.4 yal -6.3 x4 y2 - 429.6 y4 -24.3x:
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2)n 2- 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72 . y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 +3.1 x® + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556 x® y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 . 38 y®
2.15 x2 y® + 2.3625 y8 - 50.16 yal t 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 
y3 al + 2. 52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al‘+ 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.44^ al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4))) : 
(-0.585066+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x® + 133.2 y2 +
+ 429.6 y4 f 24.3 x2 y4 +29.7y®- 206.4 yal +504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 
133.2χζγα1 -752.4 ^α1 + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360.y2al2 + 
V((-4.8-178. x2 -112.2 67 x4 - 0.5x®-133.2y2
■■■■
504. x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429.6y4 -24.3 x2y4-29.7 y® + 206.4"yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 · 72. x2 al2 - 360. y2 a.\2)J'Z- 
4. (12. + 24'. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y1)' f . . ■ ( ^
(0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x® + 0.00694444 x8 + 21.6 y2 + 
66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x® y2 + 293.82 y4 +
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y® + 2.15 x2 y® + 2.3625 y8 - 
50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3-
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E. Εοαγόροο
B. Mapwidov Διπλωματική Εργασία
231
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:31:38 EET - 137.108.70.7
■II ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - Αρχεία Mathematical
ν '·$■'* '•V ! -5
BsAsymm2.nb 24
αΐ - 176.34 y5 αΐ + 24. αΐ2 - 158.76 χ2 αΐ2 + 2. χ4 αΐ2 + 1150.44 
y2 αΐ2 + 31.2 χ2 y2 αΐ2 + 85.2 y4 αΐ2 - 64 8. yal3 + 14 4.al4
. Λ,
(12. + 24. χ2 + 9. χ4 + 72. y2 + 54 . χ2 y2 + 8Ϊ. y4))) /
(12.+24. χ*’+9.'χ4+72. y2+54. χ2·^+81. y4)) + 1.2375χ1096 y? ν
(-89.3981 + (0.5 (4.8 + 178. χ2 + 112.267 χ4 + 0.5 χ6 + 133.2 y2 + 504 . χ2 y2 +
• 6.3 χ4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 χ2 y4 + 29.7 y6 - 206. 4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267x4 - 0.5 x6 -133.2}/ - 504. x2 y2 - - MOT
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - - .. /'
4 . (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.4 8 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
0.105556x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 + 
2.15x2ye +2.3625 y® - 50:.16ygi+227.28 x2 yal + li/9x4 yal- 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + >
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 144 . al4))) ) / 
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) (0.254899 + ‘ ■
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 +24.3 x2 y4 V 29.7 y6 - 206. 4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72 / x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178/ x2 - 112.267 x4
‘ J.·




6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4
- 133.2 y2 - 504 . x2 y2
- 29.7 y6 + 206.4 yal -
. 133.2x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2)Λ2 ,
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54 . x2y2 + 81. y4)(0.36+46.48 x2 +
312.4 87 x4 + 3.1 x6 + 0.0069444 4 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 
2.15 x2■'  y6 t 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 gl + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. + -
/ 1150.44 ^ al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144. al4))) ,
( 0.557444 + (0.5 (4.8 + 178.x2 + 112.267 x* + 0.5 x6 + 133.2 y2 +’ f ■· 7 v/;'v /
504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3xzy4 + 29.7 y6 - 206.4 yal ++; 1
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 - 
/ / 6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 -24.3x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -
*12 -360. y2 al2) Λ 2133.2 x2 y al + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 c 
4. (12. - 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)
(0.36+ 46.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + ■ ; 
66.12 x2 ^ + 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 +
135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + 2.15xz y6 + 2.3625 y8- 
50.16 y al + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2 y3 al + 2.52 x2 y3 
al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 1150.4 4 
y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4 . al4))) ) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72 . y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4))) / 
(!2. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4))) +
^ y6 2.75 χ109(-3.59664 x10s
y2
(-38.6978 +. . . : . »;· ' ’
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4: + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 + .
' 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 + 206.4 y al +
133.2 x2 yal - 752.4 ^01 + 96. al2 +72. x2 al2 + 360. y2 al2 + 
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504 . x2 y2 -
j < r‘,1
6.3/y2 - 429.6 y4 24.3 x2 y4 29.7 y6 + 206.4 yal -
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - i 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.4 8 x2 +
Λ. Αργνρσπούλον
E. Ευαγόροο
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■ν ·.·'-■**
312.4 87 χ4 + 3.1 χ6 + 0.00694444 χ8 + 27.6 y2 + 66.12 χ2 y2 + 43.54 χ4 y2 + 
0.105556χ6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 χ2 y4 + 0.708333 χ4 y4 + 94 .38 y6 +. 
2.15 x2 y® + 2.3625 y8 - 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal - 937.2
IvTTi'·
(12. +24. x'
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 17 6.34 y5 al + 24 . al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 +
1150.44 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al*)))) / 





(0.5 (4.8 + 178. xz + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2/+504. x2 y2 + 
6.3x4y2 + 429.6y4+24.3xzy4+29.7y6 -206.4yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 + 




r ·* λ ;.■·■■: »>* - *
: :·λ4· . :r* * v
:> «ίν
6.3 χ4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 χ2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
7; 133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 -
4. (12. t 24. x2 + 9. x4 +72. y2 + 54. x2 y2 t 81 . y4) (0.36 t 46.48 x2 >
312.487 x4 + 3; 1 x® + 0.00694444 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43 54‘x4 y2 +
• 0.105556 x6 y2 t 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 + · . '
2.15 x2 y^ + 2.3 625 y8 - 50.16 y al + 227,28 x2 y ctl + 11.9 x4 yal - 93712 i a
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 176.34 y5 al- + 24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 ^ al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. y al3,+14 4 . al4)))) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 ^ x2 y2 + 81. y4)) + 
y4 (-3.67908 χ 1095 + (2.8 9 3 2 3χ 1093 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 +
133.2 y2 + 504 . x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 +' 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - ( - 4
206.4 yal + 133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + r
360. y2 al2 + V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 -
504 . x2 y2 - 6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -. ' 1
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2al2)/'2- 
4. (12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36+ 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 xz y2 + 43.54 X4 y2 +
0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94.38 y6 +
• 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 50.16yal+ 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937.2
/ y3 al + 2.52 x2 y3 al- 176.34 y5 al + 24 .al2 - 158.76x2 al2 + 2. x4al2+, 
1150.4 4 y2 al2 + 51.2 x2 y2 al? + 85.2 y4 al2 - 648. y al3 + 14 4 . al4))) ) /
(12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4)) + 3.4375xl094 : .
(-8.16735 + (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 χ4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2 - 
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - 
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 al2 - 360. y2 al2) Λ2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 46.48 x2 +
312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 2.7.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 + 
0.105556 x6 y2 f 293.82 y4 + 135.78 x2 y4 + 0.708333 x4 y4 + 94 .38 y6 +
; v./Γ
f--
■ 50.16 yal + 227.28 x2 yal + 11.9 x4 yal 937.22.15 x2 y6 + 2.3625 y8
y3al + 2.52x2y3al-176.34ysal+24. al2 - 158.76 x2 al2 + 2. x4 al2 + 
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 14 4. al4)))) / 
k2 y2 + 81. y4)) (824.489 +
(0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267 x4 + 0.5 x6 + 133.2 y2 + 504 . x2 y2 +
(12. + 24. x2 + 9. x4 + 72. y2 +54. x
6.3 x4 y2 + 429.6 y4 + 24.3 x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 y al +
133.2 x2 yal - 752.4 y3 al + 96. al2 + 72. x2 al2 + 360. y2 al2 +
V( (-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2 - ·
6.3 x4 y2 - 429.6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal -





+ 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4) (0.36 + 4 6.48 x2 +
+ 0.006944 44 x8 + 27.6 y2 + 66.12 x2 y2 + 43.54 x4 y2 +
(12. + 24 . x2 + 9. x4 
312.487 x4 + 3.1 x6 
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2.15 x2 y6+ 2.3625 y8 -50.16 yal. + 227.28 x2 yal + 11.9x4 yal : 937.2 
y3 al + 2.52 x2 y3 al - 3,7$. 34 y5 al + 24. al2 — 158. 76 x2 al2 + 2. x* al2 + ·'·.
1150.4 4 y2 al2 + 31.2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 64 8. yal3 + 144. al4))) 
(57.3673·+ (0.5 (4.8 + 178. x2 + 112.267x* + 0.5 x6 + 133.2 y2 + /. ' , ·
504. x2 y2 + 6.3 x4 y2 + 429. 6 y4 + 24.3x2 y4 + 29.7 y6 - 206.4 yal +
133.2 xzyal -752.4 y3 al + 96. a\2+ 12. x2 al2 + 360» y2 al2 +
V ((-4.8 - 178. x2 - 112.267 x4 - 0.5 x6 - 133.2 y2 - 504. x2 y2 -
6.3 x4 y2 - 429. 6 y4 - 24.3 x2 y4 - 29.7 y6 + 206.4 yal - ‘
133.2 x2 yal + 752.4 y3 al - 96. al2 - 72. x2 aL2 - 360. y2 al2) Λ2 - 
4. (12. + 24 . x2 + 9. x4 + 72. y2 + 54. x2 y2 + 81. y4)
(0.36+ 4 6.48 x2 + 312.487 x4 + 3.1 x6 + 0.00694444 x8 + 27.6'y2 + ; *
+ 43.54 x4 y2 + 0.105556 x6 y2 + 293.82 y4 +
+ 0.708333 x4 y4 + 94. 38 y6 + 2.15 x2 y6 + 2.3625 y8 - 
. 28 x2 yal + 11.9x4 yal - 937. 2 y3 al + 2.52 x2 y3 
al + 24. al2 - 158.76 x2 al2 +2. x4 al2 t 3150.44 .
2 x2 y2 al2 + 85.2 y4 al2 - 648. yal3 + 144 . al4 
. x4 + 72. y2 + 54 . x2 y2 + 81. y4))) / _
+ 81.
- Graphics3D - 
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ClearAll[x, y, β, aO, al, a2, Ml, M2, Bs]
β=0.10;





. Full Simplify [ -ϊ· |-2χ (2 + x? + 3Υ2) α0 + 8 (χ-αΐ)3 +4 (x + y-el -α2)3 + 4 (x-y-αΐ +α2)3 +
? •>'v,^y. ■··■ '";/: 1 ; ' . J *··'>/V*' ” ··* .·· \
— (χ5 + 2Χ3 (4 + Sy2) - βχ2 αΐ - 6 (2 ty2) αΐ + 3χ (4 +16^ + 7y* - 12ya2)) β 1 ‘
■':·.■■ - 3 ;■····,.■· ··: 11 .
1 / ;>/ * ■:·.·
M2 = FullSirtplify[ — -6y(2 + x2 + 3y2)a0 + 4 (x + y-al- a2)3 - 4 (x - y - al + a2)3 +
2 Vi
(36+ 7 x2) y3 + 27 y5 + y ^36 + 16 x2 + -4xalj - 6 (6 + x2) a2 - 54 y2 a2| /3 j ]
Bs = Full Simplify [ — ί [ 5 ** β + 7y* β - 12 y a2 (4 + /3) - 4 xal (24 + β) +
:V;v .■
.
’V-:V ·' : 
V ■·.--> ί·:·
4 U 3
4 (-aO + 12 al2 + 6 022 + β) ty2 (24 - 6 aO + 16 β) + 2 x2 (24-300 + 4/3 + 5^/3)1 
ί 5-χ4- + 135y4 j8 - 4 xal (12 + β) +12 (-aO + 2 (al2 + a22) + 3/3) -
12 y a2 (4 + 9/8) ty2 (24 -54 aO +216/3) + x2 (24 - 6 aO + 16 β + 42 y2 β) j -
16 · · *'i ·· · ,\, '
— (5x3y/8 - 3al C-12a2 + y (12 + /3)) + 3x (7Y3 /3- 3a2 (4 + j8) +y (12 - 3a0+ 8/3))) ]
' - ’ :Y< ··'" Λ ,· ί ■ ; ; · . 'λ-
SS = Eliminate[ {Ml = 0, M2 = 0}, aO]
I- (0.0333333 x5 + x3 (16.2667 + 0.333333^ -2aO) -
■ϊ-m $ ' ■ ; j - ’ · v ■■··'· - -·■4 8.2 x2al +al (-0.4 -24.2^- 16 al2 + 48 y a2 - 24 a22) + 
x (0.4 + 0.7’y* + y2 (25.6-6a0) -4a0 + 48alz-49.2ya2 + 24 a22))
y (2.7 y5 + y3 (15.2 + 1.4 x2. ^18 . aO)
Λ: :
29.4 y2 a2 + a2 (-3.6 - 24.6 x2 + 48. xal - 24 . crl2 - 8. a22) + 
y (3.6+ 0.166667 x4 + x2 (25.6 - 6. aO) - 12. aO - 48.4 x al + 24 . al2 + 24 . a22))
(0.5 x3 y- 36.3 yal + x (2.1 y3 + y (38.4 - 9aO) - 36.9a2) + 36al a2)2 +
(3.6 + 0.166667 x4 + 13.5 y4 + y2 (45.6 - 54 . aO) + χ2 (25.6 + 4.2 y2 - 6aO) - 12 aO -
48.4 xal + 24 al2 - 58.8 ya2 + 24 a22) (0.4 + 0.166667 x4 + 0.7 y4 + y2 (25.6- 6a0) + 
x2 (48.8 + 1. y2 - 6a0) - 4 aOiT 96.4 xal + 48al2 - 49.2 ya2 +24 a22) j
·;
y (2.17312χ ΙΟ31 +1.08656X 1031 x2 + 3.25967 xlO31 y2) al3 +
xal2 (-5.4327 9x10s1 y- 2.71639x 1031 x2 y 8.14 918xl031 y3 - - 
1.08656x 1031 a2 - 5.43279xl030 χ2 a2 - 1.62984 χ 1031 y2 a2) + 
al (5.43279χ 1029 y + 4.38245x lO31 x2 y + 2.17764 χ 1031 x4 y + 3.36833χ 1031 y3 + .
8.17635x 1031 x2 y3 + 4.93026x 1031 y5 + 2.17312xl031 χ2 a2 + 1.08656x 1031 x4 a2 - i
6.51935x 1031 y1 a2 + 4.82529χ 1015 x2 y2 a2 - 9.77 902xl031 y4 a2 +
3.25967 χ 1031 y a2z + 1.6298 4 χ 1031 x2 y a22 + 4.88 951 χ 1031 y3 a22) == : 7. '·;
x (-1.08 656x 1030 y + 9. 96011 χ 1030 x2 y + 5.22151xl030 x* y- 1.50911 χ 1028 x6 y +
2.62585χ 1031 y3 + 2.95181 x 1031 xz y3 - 1.3582x l029 x4 y3 + 4.15608x 1031 y5 - ■
- : 4.07 4 5 9* 1029 x2 y5 - 4.07459x 1029 y7 + 1.62984 χ ΙΟ30 a2 + 1.19521x 1031 x2 a2 + : ■ i .· ·
i: 5.56861 x 103° x4 a2 · 5.10682x 1031 y2 a2 - 1.00507X 1031 x2 y2 a2 -.v
8.02694 χ 1031 y* a2 + 2.17312 x 1031y a22 + 1.08 656x 1031 x2 y a22 + '
3.25967 xlO31 y3 a22 + 3.6218 6 χ ΙΟ30 a23 + 1.81093 x 103° x2 a23 + 5.4327 9xl030 y2 a23)
Λ. Αρρορσποόλοιι 
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I ? ' ν·
ss =
y(2.1731153146771195* *Λ31+1.0865576573385598'*A31 x2 + 3.2596729720156786'*Λ31γ2) 
α13 + χα12 (-5.432788286692799'*A31y - 2.7163941433463993'*Λ31χ2 y - 
r... 8.149182430039197'*A31y3 - 1.0865576573385598'*Α31α2 -
5.432788286692799'*A30x2 β2 - 1.6298364860078398'*A31y2 <*2) + 
αΐ (5.4327882866927984'*A29y + 4.3824 4 9217932191' * A31 x2 γ + 
2.1776426382493635'*A31x4y+ 3.368328737749535'*A31y3 +
8.176346371472662'*A31 x2 y3 + 4.930255370173714'*A31ys +
2.1731153146771195'*A31x2 α2 + 1.0865576573385598'*A31 x4 a2 - 
6.519345 944031358'*A31y2 a2 + 4.82528531504016'*A15x2 y2 a2 - 
9.779018916047036'*A31y4 a2 + 3.259672972015679'*A31ya22 +
1.6298364860078395'*A31x2ya22 + 4.889509458023518'*A31y3 a22) - 
(x (-1.0865576573385594'*A30y+ 9.960111858936799'*A30x2 y +
: 5.221513186654746'*A30X* y- f.5091078574146656'*A28x® y +
2.6258476719015194'*A31 y3 + 2.951814 969103087'*A31x2 y3 - 
1.358197071673199'*A29x4 y3 + 4.15608303931999'*A31y5 - 
4.0745912150195976'*A29x2 y5 - 4.074591215019598'*A29y7 +
1.6298364860078393'*A30a2 + 1.1952134230724157'*A31x2 a2 +
5.568607993860119'*A30x4 a2 - 5.106820989491231'*/'31y2 a2 - 
1.0050658330381677' *A31 x2 y2 a2 - 8.026944 693588609' *A3iy* a2 +
2.1731153146771195'*A31ya22 + 1.0865576573385598'*A31x2ya22 +
3.259672972015678'*A31y3a22 + 3.6218588577951985'*A30a23 +
1.8109294288975992'*A30x2 a23 + 5.432788286692798'*A30y2 a23))
* sJ&X ■■..
; | w
rf:£ '*'»ir. ··’< :4-V*
t'· IK .φ $££·,
V I
/s ' ' / ■ -;■·.·*
. S..V
■' ;·'■ .·, ...
ΐ;·::
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ClearAIl [x, y, al, a2, S3, LL]
ai =·. , >;■' .Vii': ; :■
a.2-. !
S3 =y (2.1731153146771195'*A31+
1.0865576573385598'♦''Six2 + 3.2596729720156786'*A31y2) al3 + 
x al2 (-5.432788286692799'*A31y - 2.7163941433463993'*Λ31χ2 y- 
% v 8.149182430039197'*A31y3 - 1.0865576573385598'*A31a2 -
5.432788286692799‘*A30x2 a2 - 1.6298364860078398'*A31y2 a2) + 
al (5.4327882866927984'*A29y + 4.382449217932191'*A31 x2 y +
- : 2.1776426382493635' *A31X* y + 3.368328737749535'*A31y3 +
8.176346371472662'*A31 x2 y3 + 4.930255370173714'*'A31y5 +
2.1731153146771195'*A3lx2 a2 + 1.0865576573385598' *Λ31 X4 a2 - 
6.519345944031358' *A31y2 a2 + 4.82528531504016'*A15 x2 y2 a2 - 
^ 9.779018916047036'*A31y4 a2 + 3.25967297201567?'*A31ya22 +
1.6298364860078395'*A31x2ya2z + 4.889509458023518'*A31y3a22) - 
(x (-1.0865576573385594'*A30y + 9.960111858936799'*A30x2 y +
5.221513186654746'*A30x* y- 1.5091078574146656'*A28x6 y +
2.6258476719015194'tA31y3 + 2.951814969103087'*A31 x2 y3 - 
1.358197071673199'*A29x* y3 + 4.15608303931999'*A31ys - 
4.0745912150195976' *A29x2 y5 - 4.074591215019598'*A29y7 +. /
1.6298364860078393'*A30a2 + 1.1952134230724157'*A31 x2 a2 +
5.568607993860119'*A30x4 a2 - 5.106820989491231'*A31y2 a2 - 
1.0050658330381677'*A31x2 y2 a2 - 8.026944693588609'*A31y4 a2 ■» 
2.1731153146771195'*A31ya22 + 1.0865576573385598'*A31x2 ya22 + 
3.259672972015678'*A31y3 aO2 + 3.6218588577951985'*A30a23 +
1.8109294288975992'*A30x2 a23 + 5.432788286692798'*A30y2 a23)); 
LL = ContourPlot3D[SS, {x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5}, { ...},
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1.0865576573385598•*A31x2 +3.2596729720156786**A31y2) al3 + 
χαΐ2 (-5.432788286692799'*A31y- 2.7163941433463993'*Λ31 x2 y - 
8.149182430039197'*A31ys - 1.0865576573385598'*Λ31 α2 - 
5.432788286692799'*Λ30χζ α2 - 1.6298364860078398'*A31y2 α2) + 
αΐ (5.4327882866927984'*A29y 4.382449217932191'*Λ31 χ2 y +
2.1776426382493635'*Α31χ4 y + 3.368328737749535'*A31y3 +
; 8.176346371472662'*Λ31 χ2 y3 + 4.930255370173714'*A31ys +
. 2.1731153146771195'*Λ3ΐχζ α2 + 1 .0865576573385598'*Λ31 χ1 α2 - 
6.519345944031358' *A31y2 a2 + 4.62528531504016' *Α15χ2 y2 α2 - 
9.779018916047036'*A31y4 α2 + 3.259672972015679'*A31ya22 +
1.6298364860078395'*Α31 χ2 ya22 + 4.889509458023518'♦''Sly3 α22) - 
(χ (-1.0865576573385594'*A30y + 9.960111858936799'*Λ30χ2 y +
5.221513186654746'*Α30χ4 y- 1.5091078574146656'*Α28χ6 y + "
2.6258476719015194 *A31y3 + 2.951814969103087'*A31x2y3- 
1.358197071673199'‘^χ4 y3 + 4.15608303931999'*A31ys - 
4.0745912150195976'*A29x2 y5 - 4.074591215019598'*A29y7 +
1.6298364860078393'*A30a2 + 1.1952134230724157'*A31 x2 a2 +
5.568607993860119'*Λ30x4 a2 - 5.106820989491231'*A31y2 a2 - 
1.0050658330381677'*A31x2 y2 a2 - 8.026944693588609'*A31y4 a2 +
2.1731153146771195' *A31y a22 + 1.0865576573385598' *A31x2 ya22 + 
3.259672972015678'*A31y3 a22 + 3.6218588577951985'*A30a23 +
1.8109294288975992'*A30x2 a23 + 5.432788286692798'*A30y2 a23)); 
LL = Contour PI o 13D [ S3, {x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5), {a2, -0.345, 0.345}, 
Contours-» {0}, PlotPoints-» {10, 10}]
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1.0865576573385598**A31x2 + 3.2596729720156786'*A31y2) al3 + 
xal2 (-5.432788286692799* *A31y - 2.7163941433463993'*A31 x2 y - 
8.14 9182430039197'*A31y3 - 1.0865576573385598'*A31 a2 - 
‘ 5.432788286692799' *Λ30x2 a2 - 1.6298364860078398' *A31y2 a2) +
al (5.4327882866927984'*A29y + 4.382449217932191**A31 x2 y +
2.1776426382493635* *A31X* y + 3.368328737749535**A31y3 +
8.176346371472662'*A31 x2 y3 + 4.930255370173714'*A31y5 +
2.1731153146771195**A31x2 a2 ί 1.0865576573385598'*A31X4 a2 - * t 
6.519345944031358' * A31 y2 a2 + 4.82528531504016'‘-Ίδχ2 y2 a2 - 
9.779018916047036' *A31y* a2 + 3.259672972015679* *A31y 022 +
1.6298364860078395'*A31 x2 ya22 + 4.88 950945 8023518' *A31y3 a22) 
(x (-1.0865576573385594 * *A30y + 9.960111858936799* *A30x2 y +
5.221513186654746**A30x4 y- 1.5091078574146656**A28x6 y +
2.6258476719015194**A31y3 + 2.951814969103087'*A31x2y3- 
1.358l97071673199'*A29x4y3+4.15608303931999**A31y5- 
4.0745912150195976* *A29x2 y5 - 4.074591215019598* *A29y7 +
1.6298364860078393* *A30a2+1.1952134230724157' *A31 x2 a2 +
5.568607993860119**A30x4 a2 - 5.106820989491231**A31y2 a2 - 
1.0050658330381677 * *A31 x2 y2 a2 - 8.026944693588609' *A31y4 a2 +
2.1731153146771195* *A31ya22 + 1.0865576573385598 **A31x2 ya22 + 
3.259672972015678‘*A31y3 ai2 +3.6218588577951985**A30a23 +




: ■ -c r, V 1
7. ) :■
LL = ContourPlot3D[SS, {x, -1, 1}, {y, -0.5, 0.5},
{al, -0.5, 0.5}, Contours-»{0}, PlotPoints-»{10, 10}]
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